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摘摘摘 要要要

在纳米结构中，自旋极化的电流导致的自旋转矩是当前自旋电子学的研究

的热门课题。对于实验中的隧道节和磁畴结构的体系，要求我们采用全量子的

方法来解决。所以，我们发展了一套从第一原理出发，计算层状非共线磁结构

的自旋转矩的方法。为了研究自旋轨道耦合效应，我们发展了一套全相对论下

基于自旋极化的EMTO轨道，使用Green函数技术求解界面电子结构的方法。本

论文主要由以下三部分组成：

（1）我们发展了一套从第一原理出发，计算非共线磁结构的自旋转矩的方

法。整个体系的散射态波函数是通过与电极中Bloch波函数匹配的边界条件求

得。利用求出的散射态波函数，我们可以计算整个体系的自旋转矩。利用这种方

法研究了铁磁材料的自旋阀结构下的自旋转矩分布，包括Co,Ni和Ni80Fe20。不

同材料的自旋转矩的分布可以通过Fermi面的形状特征来解释。Ni相比Co具有

很长的自旋的入射深度。我们同时也研究了界面的无序的情况。研究结果表明

界面的无序将提高自旋转矩的大小。

（2）我们发展了一套计算非共线磁结构下铁磁/超导界面的自旋转矩的第

一原理方法。利用这种方法研究了界面的自旋翻转引入的自旋三重态（Sz=1）。

我们发现在超导接触的自旋阀结构，当界面存在自旋翻转的时候，能出现巨磁

阻效应。

（3）我们发展了基于全相对论下EMTO轨道,自洽求解的层状结构的电子

结构的方法。通过Green函数技术直接求解Dirac方程。同时，我们基于这个轨

道也发展了相应的自旋输运的计算方法。我们所得到的能带的结果与VASP的

计算结果基本符合。这套代码为今后研究无序体系的CPA近似和非平衡输运

下Vertex修正提供了框架。

关键词：非共线磁结构，Andreev反射，自旋转矩，磁畴，EMTO方法, 狄拉克方

程





Abstract

Spin polarized current induced spin transfer torques in nanostructure excites

great interests in spintronics. Experiments on the tunneling system and mag-

netic domain wall call for a full quantum treatment of the problem. An efficient

first-principles method was developed to calculate spin-transfer torques in lay-

ered system with noncollinear magnetization. And to deal with the increasingly

important spin-orbit interaction, we developed a fully relativistic spin-polarized

exact muffin-tin-orbital (FR-EMTO) method to calculate the electronic structure

by Green’s function techniques. The main works in this paper are as follows:

(1) An efficient first-principles method was developed to calculate spin-

transfer torques in layered system with noncollinear magnetization. The complete

scattering wave function is determined by matching the wave function in the scat-

tering region with the Bloch states in the leads. The spin-transfer torques are

obtained with the aid of the scattering wave function. We applied our method

to the ferromagnetic spin valve and found that the material Co, Ni, and Ni80Fe20

dependence of the spin-transfer torques could be well understood by the Fermi

surfaces. Ni has much longer spin injection penetration length than Co. Interfa-

cial disorder is also considered. It is found that the spin-transfer torques could

be enhanced by the interfacial disorder in some system.

(2) A first-principles method is developed to study the spin transfer torques

in magnetic noncollinear textured ferromagnet-superconductor hetero-structure.

We apply the method to study the long-range spin-triplet pairing (Sz=1) induced

by the spin-flip scattering near the ferromagnet-superconductor interface. We

find that the giant magnetoresistance effect of a spin valve with a superconductor

contact can be restored by a small amount of interfacial spin-flip scattering.

(3) We develop a fully relativistic generalization of the EMTO method in

the layered system, which is based on the direct solution of the Dirac equation by

Green function techniques. We also develop the spin transport method based on

FR-EMTO. Our calculated band structures are consistent with VASP results. It



iv 自旋转矩的第一原理计算与全相对论下自旋极化的EMTO方法

provides a framework for calculating disorder system with coherent potential ap-

proximation and non-equilibrium spin transport combined with vertex correction

in the future.

关键词： Noncollinear magnetization, Andreev reflection, spin transfer torque,

magnetic domain wall, EMTO method, Dirac equation
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第第第一一一章章章 引引引言言言

1.1 自自自旋旋旋转转转矩矩矩与与与GMR效效效应应应

当电子通过铁磁材料时，电子的自旋会被极化。极化后的电子通过另一铁

磁材料时，会与磁矩发生相互作用。作用的结果是，铁磁材料的磁矩会朝电子

的自旋极化方向翻转。我们可以调节电子的极化方向，来控制铁磁材料中的磁

矩方向。这种效应，就是目前研究的热点“自旋转矩”。

自从1986年，人们发现磁性层之间的交换耦合作用后，磁性材料的研究

开始火热起来[1–3]。这种交换作用[4]指的是，当两个铁磁层中间被一个很薄

的非磁材料分割的时候，这两个铁磁材料之间的相互作用。Grünberg的研

究小组和Fert的研究小组在研究反铁磁体系Fe/Cr/Fe时候，发现了巨磁阻现

象（GMR）[5, 6]。为此，他们也获得了2007年的Nobel物理学奖。GMR效应指的

是，当改变两个铁磁材料的相对夹角变化的时候，体系的电阻会发生变化。当

两个铁磁材料互相为反平行构型的时候，体系的电阻很大。我们可以通过外磁

场改变其中一个铁磁层的磁矩方向，电阻随之变化。多数早期的GMR研究主要

集中在CIP多层膜的体系。CIP指的是电流方向在多层膜面内。另一种研究的结

构是CPP[7],CPP指电流的方向垂直与膜的表面。

自从1996年，Slonczewski[8]和Berger[9]不约而同的研究发现电流通过金

属多层膜的时候，电流产生自旋转矩足以翻转磁性材料的磁矩方向。因为，

多层膜相比隧道节电阻小，这样隧道节内的电流就可以携带更多的自旋转

矩。Slonczewski研究发现，电流导致的自旋转矩可以激发两种不同类型的磁矩

运动形式。一种把磁矩的方向翻转到别的方向。另一种是翻转后，磁矩不断的

进动。

1995年，实验中观测隧道磁电阻（TMR）的现象[10, 11]后，科学家们开始

研究在TMR中的自旋转矩。早期的隧道势垒是通过Al的氧化物制备而得。因

为Al的氧化物是无序结构，所以，很难在理论上进行研究。在2001年，Butler等

人、Mathon和Umerski计算Fe/MgO/Fe体系的隧道输运性质[12, 13]。体系具有

良好的晶格匹配度和有序结构。他们研究发现系统的对称性和部分电子态可以

产生极大的TMR。在2004年，文献[14, 15]给出了比以前都高的TMR值。
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现代纳米技术的提高使得Al氧化物和MgO隧道势垒做得可以足够的薄。这

样可以产生足够多的电流，来利用自旋转矩翻转磁矩[15, 16]。目前的工作主要

研究在隧道结中自旋转矩驱动下的磁矩进动，其中主要的原因是，隧道结相比

金属磁多层膜在各种应用上更加适合。因为TMR的大小往往比GMR要大得多。

基于GMR和TMR原理的电子器件已经被广泛的应用，例如，硬盘中的磁

头。Slonczewski在1997年提出利用自旋转矩原理来制作电子器件[18]。应用自旋

转矩来驱动磁矩运动的方式相比以前的磁场驱动，更加有效。其中，主要体现

在驱动的电流更加小。所以，能量的使用效率高。而且，这样做出的电子原器

件尺度更小。目前，科学家们在研究利用自旋转矩驱动的磁畴。Parkin[19]提出

了“Racetrack Memory”,利用在磁纳米线中，通过磁畴的排列方式来存储计算

机中的bit信息。通过自旋转矩来驱动磁畴，通过读写探头来获得信息。

1.2 LMTO方方方法法法的的的发发发展展展

早期的LMTO-ASA方法

最早版本的Liner muffin-tin orbitals(LMTO)方法[20, 21]是简单的、快速的、

使用ASA方法。这种方法与Korringa-Kohn-Rostoker(KKR)多重散射方法十分

类似。与LMTO的方法不同，KKR方法的轨道依赖于本征能量E。LMTO为了提

高计算速度，采用对轨道线性化的方法，即在能量为Ev处展开。LMTO的轨道在

球内可以达到(E − Ev)的精度，在间隙区可以达到(E − Ev)
0的精度。LMTO方

法的轨道可以写成径向波函数(r)和球谐波函数(lm)的乘积。波函数的系数可以

通过求解“尾波消除方程”来间接的实现。如果使用spd轨道的时候，对于每个

格点R的单个自旋空间的轨道数为9个。

单电子的Hamiltonian矩阵HRL,R′L′和交叠积分矩阵ORL,R′L′可通过在LMTO框

架下的“势能参数”、“结构常数矩阵S0
RL,R′L′”、ASA下的“combined correction”来

获得。其中，势能参数CRl、∆Rl、γRl和pRl与径向波函数ϕRl (E, r)在球上sR的大

小和斜率有关。

LMTO-ASA方法的主要缺点是计算的电荷密度的时候，忽略了原子球之间

的交叠。这样计算的体系的总能，适合计算密堆积的高对称结构。同时，也可以

计算压力。但是，不适合计算原子之间的力。

Tight-Binding LMTO-ASA
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前一节中LMTO的轨道取κ2
v ≡ 0可以被转换成正交的，紧束缚的，最少的轨

道|χα〉[22–24]。这些转换可以写成

|χα〉 =
∣∣χ0

〉
(1 + αSα) , Sα = S0

(
1− αS0

)−1
(1.1)

这个过程，可以被称作“屏蔽”的变换。在紧束缚的表象下，结构常数矩

阵Sα可以由S0变换而得。这里的屏蔽常数{αRl}可以产生短程的轨道。当我们选
取αRl ≡ γRl的时候，LMTO的轨道变成正交的。在正交的表象下，Hamiltonian可

以表示成两中心的紧束缚Hamiltonian形式

hα
RL,R′L′ ≡ (cα

Rl − EvRl) δRR′δLL′ +
√

dα
RlS

α
RL,R′L′

√
dα

Rl (1.2)

其中，c和d为势参数，可以通过球内的径向波函数ϕ (Ev, r)获得。可以通过正交

的表象，通过Green函数来自洽求解。

在这套紧束缚的表象下，可以采用“相干近似[25]”方法用来研究合金，也

可以处理表面和界面。对于原子数较多的体系，由于长程的库仑相互作用使得

自洽变得不稳定。Skriver和Rosengaard发展了利用二维BZ下的Green函数的技

术，通过围道积分进行求解。在TB-LMTO的方法下，很难准确的计算总能。

Full-Potential LMTO

全势下的LMTO轨道使用的是非屏蔽的、长程的LMTO轨道[26]。其中，公

式推导十分复杂。利用这个方法进行分子动力学的计算时，会非常的耗时。其

中，不同格点的MT的势分布之间没有交叠，是为了避免交叠带来的不确定性。

尽管这种方法可以达到很高的精确性，但是，和LMTO-ASA方法相比，FP-

LMTO缺少效率性和简单性。由于使用了全势的形式，所以，使得全势下

的LMTO的Hamiltonian矩阵更加复杂。

EMTO

为了结合TB-LMTO和FP-LMTO的方法的优点，发展了新的LMTO的方

法。1994年，Anderson等人发展了第三代LMTO的方法[27–30]。这种方法相当

于改进了的屏蔽的KKR方法。利用这种方法，单电子的态可以通过交叠的势

精确求解，而且求解Poisson时候，可以使用shape近似。计算的精度可以达到

以前全势的方法，而在计算的效率上没有任何损失。在本篇论文中，我们在L.

Vitos小组发展的针对计算晶体电子结构的全Dirac的“Exact muffin-tin-orbital”

方法[31]进行了发展，使其可以计算界面的电子结构。
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图 1.1: Andreev反射示意图

1 2

图 1.2: 正常金属/超导体接触的示意图。这里，阴影区域表示无序区域。

1.3 铁铁铁磁磁磁/超超超导导导体体体界界界面面面的的的Andreev反反反射射射

Andreev反射

1964年，Andreev发现在正常金属和超导材料的界面具有特殊的反射现

象[32]，命名为“Andreev反射”。它的过程如下：当Fermi面上一个自旋向上的电

子从正常金属这边入射，在超导和正常金属界面上，会从自旋向下的能带中带

走一个电子形成Cooper对。等效的描述成,反射回一个Fermi面下的自旋向下的

空穴。见图1.1。反射的空穴具有同入射电子大小相等，方向相反的动量。

Bogoliubov-De Gennes 方程

正常金属和超导材料构成的界面，如图1.2。这阴影部分表示的是在正常金

属这一端的无序部分。无序的区域可以表示是隧道势垒或是中间区域的简化。

为了建立散射问题的边界条件，我们在无序区域左右插入两块虚拟的正常金属

区域[33]。这两个区域没有散射。我们假设在N/S界面只存在Andreev反射。我们
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认为所有的散射都发生在正常金属的无序区域。

在能量为ε所对应的本征态所满足的方程为
(

H0 ∆

∆ −H∗
0

) (
u

v

)
= ε

(
u

v

)
(1.3)

被称作Bgoliubov-De Gennes方程[34]。这个方程由两个Schrödinger方程耦

合而成。描述电子和空穴的波函数分别为u和v.其中耦合的能量为∆。这里H0为

单电子的Hamiltonian。这里我们不考虑自旋。这里ε是相对于Fermi能量。

1.4 相相相对对对论论论的的的DFT理理理论论论

重金属体系存在自旋轨道耦合效应，非相对论的密度泛函理论不适合

描述。对于这些体系，第一原理计算需要从相对论角度出发，对其进行数

值求解。相对论的密度泛函理论最早是由Rajagopal和Callaway引入[35]。并

由MacDonald和Vosko对理论进行了近似，使这个方程更适合求解。[36]

多体系统包括电子和声子的作用，可以利用Dirac方程，表示成

(
i~

∂

∂t
− Ĥ

)
|Ψ〉 = 0 (1.4)

则Hamiltonian可以表示成

Ĥ = Ĥ0 + Ĥem + Û + V̂ (1.5)

这里

Ĥ0 =

∫
ϕ† (r)

(
cα · p + βmc2

)
ϕ (r) dr (1.6)

Ĥem =
1

4
FµvF

µv −
∫

J (r) · A (r) dr (1.7)

Û =
1

2

∫ ∫
ϕ† (r) ϕ† (r′) ĤBϕ (r′) ϕ (r) drdr′ (1.8)

V̂ = −ec

∫
ϕ† (r) α·Aext (r) ϕ (r) dr+

∫
ϕ† (r) v (r) ϕ (r) dr (1.9)

公式1.6表示动能和系统的静止能量。Ĥem是声子的总能密度和声子的矢

势A (r)同电子流密度J (r)的相互作用。Fµv是反对称场张量。Û表示电子之间的
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相互作用。V̂表示电子同外场的相互作用，采用流密度和场的四分量表示

Jµ = (Jx, Jy, Jz, cρ)

Aµ =

(
Ax, Ay, Az,

Φ

c

)

可以简化成

V̂ = e

∫
Ĵµ (r)Aext

µ (r) dr (1.10)

所以，Aext
µ (r)包括由原子核产生的静势场。则系统的总能可以写成

W [Jµ] = T [Jµ] + G [Jµ]− e

∫
Jµ (r)Aext

µ (r) dr (1.11)

这里T [Jµ] =
〈
Ψ

∣∣∣Ĥ0 + Ĥem

∣∣∣ Ψ
〉
表示相对论下的动能和电子的静止能量，以

及声子的能密度和它们之间的相互作用。G [Jµ] =
〈
Ψ

∣∣∣Û
∣∣∣ Ψ

〉
是势能项。利

用Gordon分解的电流

j= jout + jin

=
1

2m

(
ϕ̄† (r, t) (p̂− eA) ϕ (r, t)

− (p̂ + eA) ϕ̄† (r, t) ϕ (r, t)

)

+
~

2m

(
∇× ϕ̄† (r, t) σ̃ϕ (r, t)

−1
c

∂
∂t

ϕ̄† (r, t) iα̃ϕ (r, t)

)
(1.12)

我们将电流分解代入方程1.11,引入下面的定义

n (r) =
〈
Ψ

∣∣ϕ̄† (r) ϕ (r)
∣∣ Ψ

〉

m (r) =
e~
2m

〈
Ψ

∣∣∣ϕ̄† (r) β̃σ̃ϕ (r)
∣∣∣ Ψ

〉

J (r) =
〈
Ψ

∣∣∣ e

2m

[
ϕ̄† (r, t) (p̂− eA) ϕ (r, t)

]∣∣∣ Ψ
〉

−
〈
Ψ

∣∣∣ e

2m

[
(p̂ + eA) ϕ̄† (r, t) ϕ (r, t)

]∣∣∣ Ψ
〉

g (r) =
ie~
2m

〈
Ψ

∣∣∣β̃ϕ̄† (r) α̃ϕ (r)
∣∣∣ Ψ

〉

将上面的定义代入，我们可以得到

W [Jµ] = T [Jµ] + G [Jµ]

+

∫ (
n (r) v (r)−m (r) ·B (r)

+J (r) ·Aext (r)− 1
c

∂g(r)
∂t

·Aext (r)

)
dr
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我们忽略矢势Aext (r)的作用，总能可以写成

W [Jµ] = T [Jµ] + G [Jµ] +

∫
(n (r) v (r)−m (r) ·B (r)) dr (1.13)

单电子的方程可以写成

(
cα̃ · p̂ + β̂mc2 + veff (r)−m (r) ·Beff (r)

)
ψi (r) = wiψi (r) (1.14)

这里电子密度、磁矩、有效势和有效磁场可以表示为

n (r) =
N∑

i=1

ϕ†i (r) ϕi (r)

m (r) = µB

N∑
i=1

ϕ†i (r) β̃σ̃ϕi (r)

veff (r) = v (r) +
e2

4πε0

∫
n (r′)
|r− r′|dr+

δExc [n (r) ,m (r)]

δn (r)

Beff (r) = Bext (r) +
δExc [n (r) ,m (r)]

δm (r)

我们可以基于这套理论进行第一原理计算。

1.5 本本本文文文的的的工工工作作作

本文的工作主要是建立在第一原理的基础上，研究磁性材料的自旋转矩的

方法。我们在第二章中讨论了第一原理计算非共线结构的自旋转矩的方法，并

研究了一些铁磁材料的STT分布。第三章中，基于前一章的方法，在铁磁/超导

体界面的Andreev反射情况下，发展了计算自旋转矩的方法。第四章中，详细的

讨论了EMTO的方法计算相对论下的界面电子结构公式和技术细节。其中，包

括相对论下的电子输运的计算方法。在第五章中，我们给出了本论文的结论与

展望。另外，附录部分中给出了前几章中的部分公式推导的细节以及一些几何

算法等。





第第第二二二章章章 第第第一一一原原原理理理方方方法法法研研研究究究非非非共共共线线线结结结构构构的的的自自自旋旋旋转转转矩矩矩

2.1 研研研究究究背背背景景景

电子可以传递自旋角动量从一个铁磁材料(FM)到另一个铁磁材料。这种行

为称为自旋转矩(STT)。这个概念最早由Slonczewski[8]和Berger[9]几乎同时提

出。他们的研究表明铁磁材料中的磁矩运动可以由电流所产生的转矩驱动完成。

随后，在自旋阀结构中，翻转铁磁材料的试验中，确认了STT的存在[37]。紧接

着这一实验激起了在实验和理论方向的广大兴趣[38–45]。

对于实验中的金属体系，一般采用量子理论方法[40–43]处理界面散射，

或利用Boltzmann理论处理散射。尽管如此，最近的一些关于隧道结[46]和磁

畴[47]的实验，为了研究这些体系，需要对于整个体系采用一种全量子体系

的处理。其中，理论[48] 表明散射态波函数是预测自旋转矩的衰减的重要依

据。Edwards等人[44]采用了紧束缚的方法处理自旋阀体系。Haney等人[45]利

用LCAO轨道和非平衡格林函数(NEGF)计算自旋转矩。

通过半经验方法和量子力学方法进行研究，表明在自旋阀结构中的非磁材

料(NM)/铁磁界面附近，自旋转矩表现的十分明显。到目前为止，只有极少的研

究[49]表明自旋转矩对于材料的依赖性将是一个重要的问题。自旋输运主要受

铁磁中的电子结构所影响[49, 50]。而且，以前的研究主要针对的是理想的界面，

并没有考虑铁磁/非磁的界面无序，但是无序在真实材料中是存在的[51]。

这章的研究主要内容是提出在第一原理方法的框架下，发展出计算非共线

磁结构下的STT方法。与格林函数方法[45, 52]不同，我们采用利用散射态波函

数来求解STT[53, 54]。

在文献[43]，计算STT采用的方法是在紧束缚表象下。对于计算多原

子体系，例如磁畴，可以参考我们以前的工作[55]。在这章中，我们计算

了Co|Cu|FM|Cu的自旋阀结构。在FM|NM的界面引入无序散射。研究表明，STT可

以渗透到铁磁材料很深的地方，例如Ni材料。这与材料Co不同。同时发现，存在

界面无序的体系的时候，平均的STT有了明显的提高。

这章的结构如下，在第二节中，我们具体的讨论了利用散射态波函数计

算STT具体的公式形式。在第三节中，利用这个方法计算了在Co|Cu|FM|Cu(111)结
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图 2.1: 电流翻转的体系结构。散射区连接着左右电极两部分。电极具有平移对

称性。垂直输运方向的原子之间的相互作用可以按照Priniple原子层的规则来描

述。其中，散射区包括N个Priniple原子层。翻转的原子可以为Co, Ni, Ni80Fe20。

构下的电导和STT。其中，FM可以分别是Co，Ni和Ni80Fe20。同时，讨论了存在

界面无序时候的STT效应。在第四节讨论了K点的收敛的问题。在第五节中，给

出研究结论。

2.2 理理理论论论模模模型型型

我们要研究的层状结构体系，如图.2.1。整个体系由三部分组成。左(L)和

右(R)电极，以及中间的散射区S。我们给散射区标号，从1 ≤ I ≤ N。对于整个

体系，在X-Z的平面存在晶体的平移对称性。粒子流运动方向为沿着Y方向。在

整个散射区中，在粒子流的方向上没有平移对称性。在这里，原子的势是由紧

束缚线性muffin-tin轨道(TB-LMTO)的表面格林函数法(SGF)来确定[56]。为了

研究在自旋阀下的非共线体系的结构，我们这里使用刚性势模型。在这个近似

下，我们在自旋空间中转动固定层的磁矩方向，来构造固定层和自由层的磁矩

方向的夹角。这种近似适合被Cu层分开的两个磁性材料的结构。

基于以前发表的文章的方法[53]，我们发展了一套基于波函数匹配(WFM)计

算STT的方法。在第2.2.1部分研究了非共线磁结构下的Hamiltonian和KKR方

程。我们可以得到散射区完整的散射态波函数。在第2.2.2部分，我们讨论了基

于TB-LMTO的电流和自旋流的公式。

2.2.1 Hamiltonian方方方程程程和和和散散散射射射态态态波波波函函函数数数

对于层状的结构，原子的相互作用可以考虑成principle层作用。当principle层

足够厚的时候，我们只考虑I 和I ± 1之间的相互作用，如图2.2。其中，第I层的
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H11-EH10 H12

H22-EH21 H23

H33-EH32 H34

H44-EH43 H45

H55-EH54 H56 a5

a4

a3

a2

a1

...... ...

...... ...

...

...

图 2.2: Harmiltonian的运动方程。只考虑近邻层之间的相互作用。

运动方程可以写成

HI,I−1aI−1 + (H− E)II aI + HI,I+1aI+1 = 0, (2.1)

为计算输运，我们令E是费米能量EF。aI是基于|RLζ〉轨道，描述第I层波幅

的矢量。R是格点的指标。L等于L ≡ (l,m)。这里l和m为轨道的角动量指

标。ζ =↑ (↓)代表自旋空间中的轨道指标，分别代表平行和反平行两种情况。
取一级近似LMTO的Hamiltonian，在短程的TB-LMTO轨道下的α表象

下[57, 58]，我们可以把它写成在全局坐标系下，

Hα
RL,R′L′ = URCα

RLU †
R′δR′L′RL + [UR

(
∆

α

RL

) 1
2 U †

RSα
RL,R′L′UR′

(
∆

α

R′L′
) 1

2 U †
R′ ],

(2.2)

这里Cα

RL和∆
α

RL在自旋空间中是2 × 2的势参数矩阵。他们在局域自旋坐标系下

为对角矩阵。关于非共线的Hamiltonian的具体公式的推导，请参看附录A。

其中，第I层与第I-1层的矩阵指标的排列见图2.3。这里A,B,C和D为原子的

指标。这里的箭头代表自旋的空间。我们对于每层原子，先排列自旋空间，然后

再排原子内的轨道。在图2.4中，给出两个原子的耦合矩阵的排列。其中，轨道

为spd。
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I

I

I I

图 2.3: 第I层与第I-1层的矩阵元排列，箭头代表不同的自旋空间。A,B,C,D代表

不同的原子。

在R位置的单位转动矩阵可以写成

UR (θR, ϕR) =

[
cos θR

2
e−i

ϕR
2 − sin θR

2
e−i

ϕR
2

sin θR
2

ei
ϕR
2 cos θR

2
ei

ϕR
2

]
, (2.3)

这里θR和ϕR为在局域自旋坐标系下的方位角。屏蔽的结构常数矩阵Sα
RL,R′L′包

括了所有的结构信息。在自旋空间中为块状的矩阵。

Sα
RL,R′L′ =

[
sα
RL,R′L′ 0

0 sα
RL,R′L′

]
. (2.4)

注意这里的sα
RL,R′L′是自旋不相关的。在公式(2.2)中的本征值在一级近似下修正

到(E − EF )。当我们取能量E = EF的时候，便可以精确的描述体系。

这里的P
α

RL (E)是屏蔽的势函数矩阵，包括了在格点R处的原子类型信息。
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ss

pp

dd

sp sd

ps

ds dp

pd

图 2.4: 两个原子在某个自旋空间内的轨道排列。这里给出的是spd轨道的情况。

在局域坐标系下，它是对角矩阵，可以写成，

P
α

RL (E) ≡
[

pα,↑
RL 0

0 pα,↓
RL

]
, (2.5)

这里的p
α,↑(↓)
RL ≡

(
E − Cα,↑(↓)

RL

) (
∆

α,↑(↓)
RL

)−1

，为了计算输运，我们取E等于EF。

对于开放体系的运动方程，通常两边是无穷长的。我们需要考虑两边电极

的边界条件，这样散射问题可以变成解一系列的线性方程[53]。同时，我们也可

以求解出散射态波函数。




C0

C1

C2

...

CN

CN+1




=
(
UPU †−S̃

)−1

×




S1,−1

[
F−1

L (+)− F−1
L (−)

]
C0 (+)

0
...

0

0




, (2.6)

这里S̃是对角块状的矩阵，包括自能部分S̃0,0和S̃N+1,N+1，以及SI,J。这里
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的S̃0,0和S̃N+1,N+1是考虑两边的边界条件后的结构常数矩阵[53]。其中，每个原子

点上的磁矩的方向不同可以通过每个格点转动矩阵U来实现。入射态C0 (+)必

须是通过粒子流的归一化处理。利用从方程2.6求解的从0层到N + 1层波函数系

数，我们可以用散射态波函数系数来计算粒子流和自旋流。

2.2.2 粒粒粒子子子流流流

我们首先考虑粒子流算符，对于准一维TB模型的一个特殊k‖矢量，当能

量E = EF。MTO的轨道函数
∣∣RLζk‖

〉
可以通过Bloch的和求得。

∣∣RLζk‖
〉

=
∑
T‖

eik‖·T‖
∣∣R + T‖, Lζα

〉
. (2.7)

在位置为R的密度算符在混合表象下，对于一个特殊的k‖的矢量可以定义为

ρ̂
k‖
R ≡

∑

Lζ

∣∣RLζk‖
〉 〈

RLζk‖
∣∣ . (2.8)

忽略了电子在球内的运动，速度算符可以通过原子之间的相互作用描

述[59]。速度算符可以定义为

V̂ =
1

i~

[
X̂, Ĥ

]
, (2.9)

这里X̂为坐标算符，在TB模型下，是对角的矩阵X̂RL,R′L′ = XRδRR′δLL′ [59]。

通过公式(2.9)，电流的算符Ĵ
k‖
R′R从格点R′到R格点(R 6= R′)到R格点的流

算符可以写成

ĴR′R
(
k‖

)
=

∑

LL′

1

i}

[
Ĥ

k‖
RL,R′L′ − h.c.

]
. (2.10)

这里Ĥ
k‖
RLζ,R′L′ζ′ =

∣∣RLζk‖
〉
H

k‖
RLζ,R′L′ζ′

〈
R′L′ζ ′k‖

∣∣，H
k‖
RL,R′L′是Hamiltonian在自

旋空间中的矩阵。它与公式(2.2)的关系为

H
k‖
RL,R′L′ =

∑
T‖

exp
[
ik‖ ·T‖

]
Hα

RL,(R′+T‖)L′ . (2.11)

算符Â的观测平均值为
〈
Â

〉
≡

〈
Ψ

∣∣∣Â
∣∣∣ Ψ

〉
。粒子流可以表示成

〈
ĴR′R

(
k‖

)〉
=

∑

LL′

1

i}
[a†RL

(
k‖

)
H

k‖
RL,R′L′aR′L′

(
k‖

)− h.c.], (2.12)
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图 2.5: 对于格点R，进入和出去的粒子流描述。假设粒子流从I − 1到I + 1层。

箭头表示关于R格点的电流走向。虚线表示与格点R之间的相互作用。

这里aRL

(
k‖

)
=

(
aRL↑

(
k‖

)
, aRL↓

(
k‖

))T
,和aRLζ

(
k‖

)
=

〈
RLζk‖|Ψ〉

.其中aRL

(
k‖

)
与

系数CRL

(
k‖

)
的关系如下，

aRL

(
k‖

)
= UR

(
∆

α

RL

)− 1
2 U †

RCRL

(
k‖

)
. (2.13)

系数CRL

(
k‖

)
在特定k‖下可以通过公式(2.6)得到。在MTO公式下，电流可

以表示成结构常数矩阵[53]。

〈
ĴR′R

(
k‖

)〉
=

∑

LL′

1

i}
[C†

RL

(
k‖

)
S

k‖
RL,R′L′CR′L′

(
k‖

)− h.c.]. (2.14)

在I原子层上的粒子流连续方程可以写成

∑

R′∈I−1,I

〈
ĴR′,R

(
k‖

)〉−
∑

R′∈I,I+1

〈
ĴR,R′

(
k‖

)〉

=
d

〈
ρ̂
k‖
R

〉

dt
, (2.15)

在公式(2.15)中的第一项表示对于格点R进入的流，第二项格点R表示出去的

流。

如图(2.5),粒子流从I − 1层到I + 1层。对于格点R，进入的流包括I − 1层的

贡献，也包括自身所在原子层I上位置靠前的原子点贡献。如果与R位于在同一

原子层中（y坐标相等），如图2.5，原子的流可以看成是从其他点进来的进来的
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流。而出去的部分，则包括I + 1和I层中位置靠后的原子点。注意，对于相同y坐

标下的流定义并不会导致物理上异议。为了保证程序的正确性，我们对于粒子

流的进行了测试，查看是否满足流守恒。电子密度不随时间演化，公式(2.15)等

于0。

在线性响应的区域，粒子流在小偏压为Vb零温度下，可以表示成为[60]

JRR′ =
e

h

1

N‖

∑

k‖

〈
ĴRR′

(
k‖

)〉
Vb, (2.16)

这里的偏压通过两边电极的化学势差来确定，即eVb = µL − µR，N‖是在2D布里

渊区中的k‖点的个数。

2.2.3 自自自旋旋旋流流流和和和自自自旋旋旋转转转矩矩矩

自旋流的定义与在第2.2.2部分中的关于粒子流的定义中类似。考虑一个准

一维的TB模型，对于一个特殊的k‖点，自旋的密度算符可以定义为

Ŝ
k‖
R ≡

∑

Lζ

∣∣RLζk‖
〉
σ̂

〈
RLζk‖

∣∣ , (2.17)

这里σ̂是2× 2的Pauli矩阵。自旋流算符一般定义为，

Ĵ ≡ 1

2

[
σ̂ ⊗ V̂ + V̂ ⊗ σ̂

]
. (2.18)

注意，这里Ĵ是一个张量。对于格点Rth 和R′之间的自旋流(R 6= R′)，我们可以

把Ĵ投影到xR,R′上，得到Ĵ ·xR,R′。然后，我们得到了关于从R′th到Rth点(R 6=
R′上的自旋流算符ĴR′,R

(
k‖

)
为

ĴR′,R
(
k‖

)
=

∑

LL′

1

2i}
[σ̂Ĥ

k‖
RL,R′L′ + Ĥ

k‖
RL,R′L′σ̂ − h.c.]. (2.19)

这里ĴR′,R
(
k‖

)
在自旋空间为一个矢量。关于具体的推导过程，可以参考附

录B中的讨论。

对于一个指定的态|Ψ〉，可得到的测量值为
〈
ĴR′,R

(
k‖

)〉

=
∑

LL′

1

2i}

[
a†RL

(
k‖

)
σ̂H

k‖
RL,R′L′aR′L′

(
k‖

)
+ a†RL

(
k‖

)
H

k‖
RL,R′L′σ̂aR′L′

(
k‖

)− h.c.
]
.

(2.20)
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其中STT
〈
T̂s

R

(
k‖

)〉
可以通过在上I层上R处入射和出射的自旋流的差来确定，

可得

〈
T̂s

R

(
k‖

)〉

=
∑

R′∈I−1,I

〈
Ĵ s

R′,R
(
k‖

)〉−
∑

R′∈I,I+1

〈
Ĵ s

R,R′
(
k‖

)〉
.

(2.21)

这里的角标s用来表示在局域量子化轴上入射态的自旋方向，平行或是反平行。

我们可以利用它来标示在铁磁材料中不同方向的自旋对于STT的贡献多少。这

样的定义与文献[45]中的一样。STT的大小等于入射电流与局域磁矩的交换作

用。当对BZ进行积分的时候，作用在R上的STT可以表示成为

TR =

(
~
2

)
e

2h

1

N‖

∑

s,k‖

[〈
T̂s

R

(
k‖

)〉
L
−

〈
T̂s

R

(
k‖

)〉
R

]
Vb, (2.22)

这里L(R)表示入射电子从左或右电极的STT的大小[61]。偏压可以由两边

电极的化学势eVb = µL − µR来确定。

2.3 自自自旋旋旋转转转矩矩矩在在在Co/Cu/FM/Cu(111)自自自旋旋旋阀阀阀结结结构构构

2.3.1 干干干净净净界界界面面面

我们前面的方法计算Co|Cu|FM|Cu的自旋阀结构，如图2.1。左边的电

极是半无穷长的，极化角度为θ，见图2.1。在固定层Co和自由层FM之间放

入9层(ML)的Cu。我们可以改变自由层的厚度d ML。其中对于FM的材料可以

是Co, Ni, 和Ni80Fe20。

晶格常数在整个体系中，我们取成一样的，令aCu = aFM = 3.54Å。而且，输

运方向是沿 fcc[111]。在计算中，我们采用spd轨道，交换关联势为Vosko-Wilk-

Nusair [62]。电子结构计算得到的磁矩为1.64µB/Co，2.60µB/Fe和0.62µB/Ni。对

于计算输运的时候，我们使用自动调节K的办法。图2.6(a)给出的结果是在整

个BZ取了8 × 106 k点的个数。除此以外，其中k的积分网格宽度是一样的。关

于k的收敛问题在后面给出。

首先，再图2.6 (b)给出了在自旋阀结构下，总电导随角度变化的趋势。当随

角度的增加，电导呈现单调的减少，这与以前的第一原理的计算结果符合[45]。
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图 2.6: (a)在Co(θ)|Cu(9ML)|Co(15ML)|Cu体系中，自由层的Co的总STT随角

度的变化。此时，电子从固定层入射到自由层。(b)系统的总电导随角度的变化。

巨磁阻(GMR)GMR ≡ G(0deg)−G(180deg)
G(180deg)

100%，我们得到的结果为24%。当电子从

固定层入射到自由层，图2.6(a)给出自由层内总STT随夹角变化的趋势。在这个

工作中，这里面内（in-plane）和面外的（out-of-plane）的STT是根据固定层和自

由层磁矩的方向来定义的。我们计算得到的STT的随角度变化的趋势与以前第

一原理计算的文献[45]所得到的结果相同。也与理论计算[63]的结果相同。参考

以前的解析工作，面内的STT大约为1.0× 10−16J/A（最大值依赖于Cu/Co的参

数的选取），我们的工作所得到的结果为0.2 × 10−16J/A。这里的差别主要来源

于处理体系相位相关区域时候，采用了扩散近似[63]。

电流所带面内的STT，总是倾向于把自由层磁矩转向固定层磁矩的方向。

由于自旋流的的时间反演性的破缺，导致自旋流从两边流入时，可以使自由层

磁矩平行或者反平行。

随层变化的STT
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图 2.7: 在系统Co(θ = 90)|Cu|FM|Cu，STT随层数变化。这里铁磁层FM可以

是Co, Ni, Ni80Fe20。

随层变化的STT可以描述角动量在界面附近是否吸收。图2.7给出了对于

铁磁层不同情况时候，给出STT随层分布的不同情况。这里固定层的Co的磁

矩可以设置为θ = 90o。在我们研究的体系中，我们取面内的STT为Tx。面

外的STT为Ty。我们研究的体系，随材料的不同，STT所呈现的衰减和振动

的趋势不同。当自由层为Co时候，如图2.7(a)，研究的结果重复了实验的结

果[44, 45]。STT的在界面附近快速衰减意味着电流所携带的角动量被界面附近

的原子所吸收。

对于当自由层为Ni原子的时候，如图2.7(b)。STT出现的最大的地方不是

在界面。而且STT的衰减十分的慢，而且衰减长度非常长[63]。所得到的数值

结果与我们以前的结论不同[64]，因为STT出现最大的地方不是在Cu/Ni的界

面附近。在图2.7(c)，我们也可以得到类似的结果。这里，自由层的磁性材料

为Ni80Fe20[65]，相比Ni材料相比，振动的更快。

在图2.7，随层变化的STT可以受到两边Cu的影响，由于存在多重散射。
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图 2.8: STT随层分布的形状，考虑单界面(a) Cu|Co (b)Cu|Ni。

为了去掉存在多重散射的效果，我们研究单界面的情况，包括Cu(90o)|Co

和Cu(90o)|Ni，从Cu这边入射电子为100%的极化。这里，我们取Cu(90o)为极化

的方向。计算结果为图2.8所示。我们发现，对于不同的界面材料时候，在界

面附近原子的STT为最大，而且振动的谱线往往表现得更加光滑和清晰。振

动的方式主要依赖于材料的种类。较大的STT出现在Cu|Co附近，对于Cu|Ni界

面，STT进入到Ni后，出现的振动周期大概为14ML。比较图2.7和图2.8，多重散

射的影响导致在图2.7的STT最大值远离界面大概1∼2 ML的距离。

在自由层中磁性材料的磁矩方向在转动的过程中是一致的。所以很容

易求他们的所产生的总STT的结果，直接求和。我们也研究了自由层总的面

内的STT随厚度变化的规律，见图2.9。当增加自由层磁性材料的厚度的时

候，Ni和Ni80Fe20的总STT非常靠近，并且比Co的要大。对于Ni,面内的STT表现

出了非常慢的衰减，这种现在在图2.8(b)也可以看到。STT出现非常大振动，将

导致在磁方向翻转的时候的临界电流发生变化。对于不同层的Ni的时候，结果

是不同的。在金属结中，Co和Ni80Fe20并没有表现出很大的振动。

FM材料中关于STT的简单模型

对于自旋阀结构下的层状结构，从电极入射的态在2D BZ中利用k‖来进行

标定。一般来讲，这些态会耦合到一起，包括扩散态和衰减态。STT随层的变化
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图 2.10: 对于单个Cu|Co界面，在2D BZ 中不同的的k‖点，STT随层分布的形

状(a)和(b)。
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可以表示成

Γ ∝
∑
µ,ν

Cµνe
i[(k↓µ−k↑ν)x+ϕµν ] + =decay(x), (2.23)

这里的第一项是代表扩散态所产生的贡献[43]。k↓µ − k↑ν给出了空间的进动

频率4kµν。如图2.10(a)所示，STT所得到的扩散态的贡献随位置振动而且不衰

减。由于整个2DBZ的区域中，由于不同位置的k‖的频率不同的。所以，不同

频率的波相叠加。最后，求和后的总STT出现了衰减的样子。公式2.23中第二

项，=decay(x)，是衰减态的贡献。衰减态对粒子流没有贡献，但是这样的态对

自旋流和STT有贡献。衰减态对STT有影响。对于Co|Cu|Co|Cu界面附近出现

的STT的衰减，如图2.10(b)，主要是衰减态的影响。

对于在界面附近的STT衰减主要有两点原因。(i)衰减态的影响。对

于Cu|Co的界面，我们的研究表明，在入射界面附近，衰减态所产生的贡献

大概为总STT贡献的10%左右。(ii)相消作用。在2D BZ中不同的k‖所产生STT，

他们之间相互消减。[43]

对于不同材料的STT行为可以通过Fermi面的形状来解释，如Ni和Co。这

里波矢量k
↓(↑)
µ(ν)由铁磁材料的Fermi面上多子和少子波矢沿输运方向的投影。

这里µ (ν)代表对于少子（多子）Fermi面上的不同壳层上的点。图2.11给出

的是对于Co和Ni沿(111)方向多子和少子的Fermi面。其中对于Co的多子和少

子的Fermi面的形状是十分不同的。入射电子的进动的频率4kµν在2DBZ中，

随k‖的不同而不同。对2D BZ进行积分，图2.7(a)和2.8(a)中存在很强的相消现

象。

对于Cu|Ni，Ni的少子µ = 6和Cu的Fermi面相同。电子通过Cu|Ni的界面，

主要通过通道(µ = 6)。Ni的电子进动的频率为4k66。由于少子µ = 6的形状和

多子ν = 6的形状类似，所以产生了大量一样频率的STT的叠加。把所有的态求

和，相消作用很弱，所以大量的振动存在。对于Ni的能带，进动的频率为4k66，

约为∼ 0.75a−1
Cu，所对应的振幅周期为T = 2π/4 k66 ≈ 14.5ML。我们计算的结

果，如图2.8(b)，与此基本符合。

由于Ni的STT出现很慢的衰减，Ni是弱磁，具有很长退相干长度[49]。Kovalev

等人[67]也研究通过弱磁的自旋输运。从我们的计算结果表明，Cu|Ni|Cu可以作

为测量自旋退相干长度的一个很好的例子[67]。

以上STT的图像理解，也可以使用到Ni80Fe20材料上。对于Ni80Fe20,能带的

结构更加倾向于晶体Ni。由于掺入了Fe原子，所以，Fermi面的形式比Ni更加复
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图 2.11: 第一行：晶体Co的沿[111]方向的Fermi面投影。左边为多子，右边为少

子，分别标记着3,4,5,6。第二行是晶体Ni的Fermi面投影。

杂。进动的频率4kµν非常大，而且相消作用更加强。STT衰减相比传统的铁磁

材料Ni和Co更加快。自旋轨道耦合的效应在我们的计算中不考虑。

2.3.2 界界界面面面无无无序序序

界面无序往往存在真实的材料中。在这一节中,我们讨论界面无序对STT的

影响。其中界面是由合金模拟得到。界面合金Cu和FM的势的计算方法在以前

的文章中讨论过[53]。在输运的计算中，合金是通过构造超级元胞来模拟，一

层中具有8 × 8原子。在这个计算中，我们研究了5种构型。为了与干净的界面

做比较，通过FM取代在Cu原子层上面的部分原子位置，使Cu和FM之间的比

例为Cu1−xFMx。为了保证体系的原子数目守恒，我们在FM层上，利用Cu取

代FM原子，达到CuxFM1−x。这样一来，合金构成的过程中并没有改变原子的

总数目。电子结构的自洽过程中，磁矩的方向是共线的。

图2.12(a)中，体系Co(θ = 90deg)|Cu|FM|Cu电导随百分量x的变化，以及面

内自由层STT(包括合金层)之和的大小。随着界面无序的增加，我们发现电导减

少，意味着界面的无序将压制电导。但是，在图2.12(b)中，面内的STT随着界面

的无序增加。对于Co,提高了近50%。对于Ni，提高了近30%。在我们的计算中，

不同的无序构型给出了电导的误差范围。对于Co|Cu界面，误差范围为±2%。对

于Ni|Cu界面，则为±1%。对于面内的STT,对于Co|Cu，最大的不确定性在±7%。

对于Ni|Cu最大的确定性为±3%。这么大的不确定性不影响随百分含量改变的

物理规律。

对于体系Co(θ = 90deg)|Cu|Co|Cu，其中界面无序Cu50Co50，图2.13 (a)是STT随
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图 2.12: (a)含量为x%的电导。(b)在自旋阀结构Co(θ = 90deg)|Cu|FM|Cu中的

自由层面内STT的和。其中，界面的无序为CuxFM1−x。这里实心点为Co。空心

为Ni。误差范围在图中标定。误差主要来源于构型的不同所导致。

层变化的规律。与干净界面比较，图2.7(a)，对于界面无序，层与层的STT的形

状并没有明显的改变。但是，作用在每个原子上的STT在自由层的前两层，相比

干净的界面情况，有了增加。

对于合金的STT的增加的理解如下：由于在非磁材料Cu引入了磁性材料，

导致在合金材料中的交换场要比在纯Cu层中小。对于这种有序体系，入射的自

旋会减少进动的次数，很快跟随交换场的方向。主要的原因是存在很强的交换

场。但是对于界面无序，交换的作用明显减少。入射的电子不能像在纯Cu材料

中那样，很快的跟上交换场的方向。对于界面无序，面外的STT在合金材料中还

是相当大的，因为面内的STT与面外的STT是正比关系的。在合金层中，作用在

每个原子的STT要比在干净的界面的时候大。

为了确认以上物理图像，我们也研究了具有4层的界面无序的体系。研究发

现，面内的STT相比两层的STT有明显的增加。而对于弱磁材料，如Ni,以上的



第二章 第一原理方法研究非共线结构的自旋转矩 25

-0.010
-0.008
-0.006
-0.004
-0.002
0.000
0.002
0.004
0.006
0.008

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
-0.008
-0.006
-0.004
-0.002
0.000
0.002
0.004
0.006
0.008

 

CuCoCuCo

 

 

To
rq

ue
 (e

V
b)

 Tx
 Ty
 Tz

  

(a)

Co Cu Ni Cu

 Layer Index

 

 

 T
or

qu
e 

(e
V

b)

(b)

图 2.13: STT在Co(θ = 90deg)|Cu|FM|Cu结构中随层分布的变化趋势。这

里引入了界面无序。其中，FM分别为(a)Co(b)Ni。其中标定Π引入了无序合

金Cu50FM50。

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

0.40

0.42

0.44

0.46

0.48

0.50

0.52

0.54

 

 

 

 

Free magnet d (ML)

To
rq

ue
 (e

V
b)

 

 C
on

du
ct

an
ce

 ( 
x 

10
 15

 
m

-2
)

 

图 2.14: 改变自由层的厚度，计算Co(θ = 90deg)|Cu|Co|Cu的STT和电导。左边

坐标轴对应的是作用在每个原子上平均STT大小。右边坐标轴对应的是电导的

大小。
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图 2.15: 对于Co|Cu|Co|Cu体系，面内和面外的STT随归一化单位∆ k||/ABZ的

变化规律。计算的结果是对2D BZ积分后的结果。∆ k||/ABZ=1/N，这里N是

指BZ中K的总数。

效应可能没有在Co中那么强。因为，在Ni材料的STT的贡献主要来源于自由层

内部，见图2.13。

当自旋阀中FM为Co的时候，图2.14给出了总的电导和面内的STT随自由层

厚度d时候的变化趋势。图中的STT给出是平均作用到每个原子上的STT的大

小。由于量子效应，电导衰减，产生很小的振动。当增大到足够大的厚度的时

候，趋于常数。

2.4 关关关于于于K点点点的的的收收收敛敛敛检检检查查查

为保证面内和面外的STT的收敛性，我们计算了在Co(θ = 30deg)|Cu|Co|Cu体

系下，STT随k数目变化的趋势。在BZ中k点的选择为均匀格点。图2.15给出

的是对于干净界面的BZ积分的结果。横坐标随∆ k||/ABZ，为归一化的单

个k||/ABZ的面积元。当2D BZ被切成N个单元，所以，∆ k||/ABZ等于1/N。

对于面内STT，k的收敛只需要很少的K点。但是，对于面外分量的STT,我

们发现收敛的时候需要很多的K 点[52]。主要的原因如下：我们这里提到

的STT是入射电子和局域磁矩的交换作用。所以，对于2D BZ的某些K点，面
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外的STT可能出现一些数值很大的点，伴随着很短的振动周期。而对于面内

的STT，这些STT的点被角动量的转移所限制了。

2.5 本本本章章章小小小结结结

我们发展了一套计算非共线体系磁结构的输运和STT的方法。我们发现，

对于Co|Cu|FM|Cu的自旋阀结构，STT在材料Ni中的传播比较深。振动的周期

可以通过Ni的Fermi面的形状特征解释。对于在NM|FM界面附近的衰减态产生

的STT 的理解非常复杂。在Co|Cu|Co|Cu的结构中，忽略体系界面附近的非共

线无序，我们发现自由层界面附近的STT有很大的提高。这种提高可以解释成

界面附近的交换场的稀释导致。





第第第三三三章章章 Andreev反反反射射射下下下的的的自自自旋旋旋转转转矩矩矩的的的计计计算算算

3.1 研研研究究究背背背景景景

铁磁/超导(F/S)界面的结构最近成为研究的热点[68–73]。当电子透过F/S的

界面的时候，将会获得与自旋相关的相移[74]。长程的自旋三重态(Sz = ±1)可以

通过非共线的磁结构[71, 75, 76]或是磁进动获得[72]。与铁磁/正常金属(F/N)结

构相比，自旋转矩(STTs)[8, 9]也同样存在铁磁/超导材料的结构中[77]。对于磁

性材料与超导材料连接的结构中，对于自旋转矩，存在很多新的性质[78]。实验

中，dc Josephson效应在SFNFS节的研究在文献有报道[68]。

事实上，在巨磁阻的研究上（GMR）中，对于F/S界面的研究存在有很

多年。[83–85]相位相干理论在F/S结构中，由于Andreev反射（AR）存在电流

的GMR效应。[86] 尽管如此，在两边为超导电极的材料中[87]，磁多层膜存

在GMR效应。当不考虑AR效应时候。我们的数值计算结果[88]与实验的测得的

界面电阻基本一致。在F/S的系统中，自旋弛豫和自旋翻转可以导致GMR效应。

但是，GMR效应的起因还不确定。

在正常/超导（N/S）以及F/S的器件中，文献[89]报道了AR的测量的实

验。对于实验测得的结果可以解释成为库伯对的非弹性散射的破缺导致。由

于F/S的界面的无序结构，很难比较实验的结果与计算的结果。Fe的bcc结构可

以同Al的fcc匹配上，其中Al的晶格结构转动45度。对于超导材料Al和Fe构成的

界面，我们可以用它来研究点接触下的AR谱。[69]

在这章中，我们利用了第一原理的散射波函数的方法[90]在Bogoliubov-de

Gennes的变换下研究了AR的效应[91]。这节的讨论如下，在第二节中，我们推

导了求解散射波函数的公式。第三节中，我们推导计算电子和空穴的STT的公

式形式。在第四节中，我们计算了在Fe/Ag/Fe/Al的自旋阀结构中的GMR效应。

其中GMR效应可以通过在Fe/Al界面附近的自旋翻转来实现。在第五节中给出

了这章的结论。

3.2 Andreev反反反射射射输输输运运运计计计算算算公公公式式式

我们研究一下纳米尺度下铁磁结构的接触，如图3.1所示。其中磁矩的排列
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图 3.1: (a)F/S结的结构。在F和S区域中间插入一个虚拟的N金属。(b)在自旋

阀Fe/Ag/Fe结构中与超导材料相连，我们需要插入一个正常金属Al。

为非共线结构。Bogoliubov-de Gennes的公式[91]可以写成，




H0↑↑ H0↑↓ ∆ 0

H0↓↑ H0↓↓ 0 ∆

∆∗ 0 −H∗
0↓↓ −H∗

0↓↑
0 ∆∗ −H∗

0↑↓ −H∗
0↑↑







ce↑
ce↓
ch↓
ch↑




= ε




ce↑
ce↓
ch↓
ch↑




(3.1)

这里H0σσ′ (σ =↑, ↓)是非共线结构下的单电子Hamiltonian。这里ceσ (chσ)是在轨

道下电子（空穴）波函数的系数，自旋指标是σ。这里∆是超导库伯对势。注意激

发能ε是相对于费米能量的。

由于体系具有2D的平移对称性，输运的方向垂直这个面。所有的态可以用

在2D的布里渊区中的波矢进行标度，如k‖。对于电子的屏蔽KKR方程[93]在混

合表象中可以表示如下，其中我们利用I来给出层的标号（见图3.1(b)）。

− S
k‖
I,I−1C

e
I−1 +

(
P α

I,I(ε)− S
k‖
I,I

)
Ce

I − S
k‖
I,I+1C

e
I+1 = 0, (3.2)

这里CI ≡ CIi ≡ CIRlmζ描述在局域轨道下的波函数系数。这里i是轨道和原

子点的指标。CI是描述第I层2(lmax + 1)2H ≡ 2M系数。这里H是格点的个数。

每个格点具有2(lmax + 1)2在自旋空间的轨道。这里P α
I,I和SI,J是2M × 2M矩阵。
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这里P α
I,I = UIP

α

I (ε) U †
I是第I层的势函数矩阵。结构常数可以表示成

S
k‖
I,J =

∑

T∈{TI,J}
Sα(T)eik‖·T, (3.3)

这里{TI,J}表示第I层与第J层之间的平移矢量。

我们也可以写出空穴的运动方程。同电子的波函数的KKR方程类似。空穴

的KKR方程可以表示成电子波函数的共轭，可以表示成

− S
k‖
I,I−1C

h∗
I−1 +

(
P α

I,I (−ε)− S
k‖
I,I

)
Ch∗

I − S
k‖
I,I+1C

h∗
I+1 = 0. (3.4)

其中关键的问题是解Bogoliubov-de Gennes公式，见公式3.1。采用Beenakker的

方法[33]，在F和S材料之间插入一个虚拟的正常态非磁材料，见图3.1(a)。

当∆ = 0，公式3.1可以表示分为电子和空穴两部分。我们可以得到正常金

属和磁性材料中的Bloch态。其中电子和空穴具有下面的关系，
(

ch↑ (ε)

ch↓ (ε)

)
=

(
c∗e↑ (−ε)

c∗e↓ (−ε)

)
(3.5)

对单个F/N界面，总的入射和出射的散射态波函数系数（电子和空穴）可以

通过连接散射矩阵得到，即



c−e (F )

c+
e (N)

c+
h (F )

c−h (N)




=




re
11 te12 0 0

te21 re
22 0 0

0 0 rh
11 th12

0 0 th21 rh
22







c+
e (F )

c−e (N)

c−h (F )

c+
h (N)




(3.6)

这个矩阵可以通过基于LDA近似条件下，求解真实材料的获得[88]。

在N/S的界面，我们考虑AR情况，系数c+
e (N),c+

h (N)和c−e (N),c−h (N)具有下面

的关系

c−e (N) = αc−h (N) eiφ (3.7)

c+
h (N) = αc+

e (N) e−iφ (3.8)

这里α描述波函数进入超导材料中的相移。当|ε| < ∆0, α = exp (−iarccos (ε/∆0)),

|ε| > ∆0, α =
(
ε− sgn (ε)

√
ε2 −∆2

0

)
/∆0，其中sgn (x)是符号函数。在我们研

究中，仅考虑s波的配对势。
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当电子从左边的电极入射的时候，入射的波函数系数可以表示成Ce
0(+)。理

想的电极具有Bloch态的特性，我们可以把无限的耦合方程变成有限维度的方

程。电子满足的波函数为



Ce
0

Ce
1

Ce
2

...

Ce
N

Ce
N+1




=
(
P− S̃

)−1




Ŝ0,−1

[
F−1

L (+)− F−1
L (−)

]
Ce

0 (+)

0

0

...

0

ŜN+1,N+2 [FR (−)− FR (+)]Ce
N+1 (−)




(3.9)

等式的右边给出了边界条件。其中，Ce
N+1 (−) = α2 (1− α2r∗22r22)

−1
r∗22t21C

e
0 (+)。

空穴的方程可以表示成



Ch∗
0

Ch∗
1

Ch∗
2

...

Ch∗
N

Ch∗
N+1




=
(
P− S̃

)−1




0

0

0

...

0

ŜN+1,N+2 [FR (−)− FR (+)]Ch∗
N+1 (−)




, (3.10)

这里Ch
N+1 (−) = αe−iφ (1− α2r22r

∗
22)

−1
t21C

e
0 (+)。

以上的线性方程也可以通过Green函数来进行求解[90]。通过散射波函数后，

我们可以得到入射态和反射态的关系为
(

c−e (F )

c+
h (F )

)
=

(
Ree Reh

Rhe Rhh

) (
c+
e (F )

c−h (F )

)
(3.11)

这里反射的矩阵元Ree和Reh可以通过第0层的波函数(Ce
0 and Ch

0)得到。这

里Rhe和Rhh定义空穴的反射矩阵。

在线性响应下，电导谱可以写成

GFS (ε) =
e2

h
Tr

(
1−ReeR

†
ee + RheR

†
he

)
(3.12)

可以分成三部分，写成[94]

GFS (ε) = GQP + GAR + GNAR (3.13)
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这里GQP, GAR和GNAR定义为

GQP ≡ e2

h
Tr

[
1−ReeR

†
ee

]

GAR ≡ e2

h
Tr

[
R↓↑

heR
↓↑†
he + R↑↓

heR
↑↓†
he

]

GNAR ≡ e2

h
Tr

[
R↓↓

heR
↓↓†
he + R↑↑

heR
↑↑†
he

]

GQP是电子的正常电导。GAR是正常的AR，包括了电子单态和三重

态(Sz=0)的Andreev反射[95]。当磁矩的方向为非共线的时候，GNAR是长程

的三重态的AR反射。

AR谱可以通过散射态的波函数和散射矩阵获得[33, 96, 97]。在我们的计

算中，这两种方法可以得到相同的计算结果。计算STT的方法可以采用文献

中Green函数方法[45, 98]。我们在这里采用散射态函数来计算STT。[54, 90]

3.3 AR下下下的的的自自自旋旋旋转转转矩矩矩计计计算算算

利用我们计算的散射态的波函数，我们可以计算第R格点和R′格点(R 6=
R′)之间的自旋流。自旋流的算符ĴR′,R

(
k‖

)
从格点R′到格点R(R 6= R′)，可以

表示为[90]

ĴR′,R
(
k‖

)
=

∑

LL′

1

2i}
[σ̂Ĥ

k‖
RL,R′L′ + Ĥ

k‖
RL,R′L′σ̂ − h.c.]. (3.14)

在自旋空间ĴR′,R
(
k‖

)
是一个矢量。

对于一个给定的态|Ψk‖〉，定义
〈
Ô

〉
≡

〈
Ψk‖

∣∣∣Ô
∣∣∣ Ψk‖

〉
。

〈
T̂s

R

(
k‖

)〉
是I层里

格点R处的STT，可以通过入射流和出射流的差，表示为

〈
T̂s

R

(
k‖

)〉

=
∑

R′∈I−1,I

〈
Ĵ s

R′,R
(
k‖

)〉−
∑

R′∈I,I+1

〈
Ĵ s

R,R′
(
k‖

)〉
. (3.15)

这里s代表入射态与量子化轴平行或是反平行。通过2D的布里渊区积分，格

点R处的STTs可以表示成为

TR =

(
~
2

)
e

h

1

N‖

∑

s,k‖

〈
T̂s

R

(
k‖

)〉
Vb, (3.16)
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这里的偏压是左右电极的化学势差得到eVb = µL − µR。

当存在AR时，总的STTs可以表示成电子和空穴的贡献的和，

TR = Te
R (+) + Th

R (−) .

这里+ (−)表示成左右电极的入射波函数的方向。Te
R (+)可以通过解方程3.9得

到的波函数获得。Th
R (−)可以通过方程3.10求得。由于电子和空穴的关系，我们

可以得到Th
R (−) = −Te

R (−)。

在线性响应下，正常态下的面外STT可以通过朝右边运动电子产生

的STT减去空穴的贡献[61, 90, 99, 100]。当存在AR的时候，如何描述从超

导出来向左边运动的空穴变成复杂。所以，我们在这里不研究面外的STT。

3.4 Fe/Ag/Fe/Al(001) 自自自旋旋旋阀阀阀结结结构构构

在这一节中，我们研究了自旋翻转散射导致的GMR效应。我们研究的体系

为Fe/Ag/Fe/Al(001)的自旋阀结构，其中电流的极化方向为θ，见图3.1(b)。晶

体fcc的Ag的晶格常数为4.09Å。这个与Al十分接近。在计算中，我们采用Al的晶

格常数(4.05Å)。其中Fe/Ag的界面距离与Fe/Al相同。界面的无序可以通过两层

的50%-50%界面合金构造。其他参数的选择同Fe/Al(001)的界面一样。

图3.2给出了GMR可以通过在真实材料中引入自旋翻转散射来实现。这里

的GMR定义为GMR≡ (G(0o) − G(180o))/G(0o)。上面的三个图给出了在0偏压

时候，Fe/Ag/Fe/Al(001)的电导随相对角度的变化情况。其中讨论两种情况，一

种为N接触，另一种为S接触。

对于理想界面情况，见图3.2(a)。当存在AR的时候，对于平行和反平行的

电导只有极小的差别。正如Taddei所讨论那样[86]，AR使得电子通过磁多层

膜两次，一次是多子的电子（空穴），另一次是少子的空穴（电子）。存在极小

的GMR，是主要因为界面的干涉效应。在下面的图中，给出了分别的贡献。平

行和反平行的态的GMR主要来源于GQP 和GAR。而GNAR的贡献为0。因为在共

线的结构中，没有长程的自旋三重态(Sz = ±1)的贡献。

当界面是无序的时候，见图3.2(b)，无序的相位被界面的无序散射消灭掉，

导致平行态和反平行态时候的GMR为零。当夹角为θ = 90 (deg)的时候，所得到

的GAR为最小，而GNAR (Sz=±1)为最大。总的电导产生了很小的GMR。
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图3.2(c)给出了当界面为无序和翻转散射的时候的电导谱。其中横坐标为

夹角θ。界面的自旋翻转可以通过Gaussian的分布来构造Fe/Al的磁无序。在界

面附近的磁无序的分布宽度为∆θ = 60 (deg)，其中平均的方向为其他层的方

向。无序分布的宽度∆θ = 60 (deg)与理论计算的非共线的铁磁/金属的磁结构

非常靠近。[102] 这两条电导谱线的几乎趋势相同，说明当存在AR,并且有足够

的自旋翻转的情况时，GMR效应可以产生。当相对的角度从0到180 (deg)的时

候，GAR的大小没有改变很大。GNAR(Sz = ±1)改变将近14%。

插入在图3.2(c)中展现了0偏压时候，Fe/Ag/Fe/Al(001)的GMR效应随不

同的分布宽度∆θ的变化情况。当出现自旋翻转的小角度的时候，GMR出

现。GMR没有随宽度∆θ单调的减少。当∆θ = 30(deg)，GMR在我们计算中达到

最大值。

在图3.2(c)中，上面的图给出了Fe/Ag/Fe/Al(001)体系的GMR随能量的变

化,其中宽度∆θ = 60 (deg)，相对角度θ = 60(deg)。

下面我们研究AR下的STTs的改变情况。首先，让我们研究集中到0偏压

的情况。图3.3(a)，给出了自由层面内总的STT随相对角度θ的变化。这里分别

研究了N和S的接触。这里自由层Fe与Ag和Al的界面包括2ML的50%-50%的界面

合金。当Al为正常态时候，自由层面内STTs随相对角度θ的变化趋势。这个形

状与Co/Cu/Co/Cu的结果十分类似。[90] 当存在AR的时候，面内的STT从角

度θ到180− θ表现出对称。这个结果在模型的研究中也有体现[103]。与正常态的

趋势STTs相比，AR效应并没有改变STTs的大小。

当存在AR的条件时，自旋翻转的散射的STT与正常态的相同。图3.3(b)给

出了面内自由层的STT随角度θ的变化。考虑两种情况，一种是N接触，一种

是S接触。在非共线的结构中，这里面内的STT是对所有自由层求和的结果。当

考虑自旋翻转的情况时，两条曲线几乎相同。当θ=0或180的时候，面内的STT不

是零，因为存在非共线的磁结构。

面内的STT随能量的变化在图3.4给出。面内的STT给出了AR随能量的变

化趋势。这里的相对角度为θ = 60(deg)。图3.4(a)给出了面内的STT在界面无序

但不存在自旋翻转时候的情况。图3.4(b)给出了存在自旋翻转的面内的STT的

情况。
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3.5 本本本章章章小小小节节节

在存在AR条件时，我们发展一套计算非共线结构下的STTs的方法。我

们可以利用这个方法研究自旋翻转下的长程三重态的AR和GMR效应。由

于在Fe/Al(001)界面处的自旋翻转，出现了长程的自旋三重态(Sz = ±1)。对

于Fe/Ag/Fe/Al(001)的与S接触的自旋阀结构，当界面出现无序的非共线结构时

候，将出现GMR效应。
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图 3.2: 上面三个图给出的是Fe/Ag/Fe/Al(001)结构的0偏压下，电导随角度θ变

化的趋势。分别给出了正常和超导接触两种情况。上面的三种的情况包括（a）理

想界面（b）界面无序（c）自旋翻转的无序界面，其中角度宽度∆θ = 60(deg)。对

于Andreev反射的各部分贡献如下图。它们分别是GQP, GAR 和GNAR。在图（c）

中嵌入的小图给出了在Fe/Ag/Fe/Al(001)结构中，GMR随分布宽度的变化。下

面的图表示的是在Fe/Ag/Fe/Al(001)结构中，GMR随能量的变化。其中分布的

宽度为∆θ = 60 (deg)。磁结构的相对夹角为θ = 60(deg)。
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无序界面加自旋翻转∆θ=60 (deg)。这里点接触为N和S态。
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图 3.4: Fe/Ag/Fe/Al的结构，面内的STT随能量的变化。(a)界面无序(b)自旋

翻转散射角度的宽度∆θ=60 (deg)下的无序界面。这里的相对角度选成θ =

60(deg)。点划线是正常接触的面内的STT。
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4.1 研研研究究究背背背景景景

目前，大多数的电子结构计算程序，忽略了“自旋轨道耦合”。“自旋轨道耦

合”是相对论效应。当计算重金属的时候，这种效应变得非常重要。利用这种方

法可以研究轨道磁矩和磁晶格各向异性。

在“scalar”的狄拉克方法中，当考虑自旋轨道耦合效应时，是采用的微

扰的方法。例如，目前的全势的LMTO程序包（LMTART）[134]和VASP程

序[135]计算Dirac效应时候，采用的就是这种办法。当我们采用CPA方法考

虑合金的Dirac效应的时候，需要我们采用一种全Dirac体系下的方法来研究。

在这章中，我们讨论全相对论下的EMTO轨道的方法来计算物质的电子结

构。可以参考以前的KKR[136, 137]，LMTO方法[138]采用的都是全Dirac方法。

4.2 FR-EMTO公公公式式式

4.2.1 Dirac方方方程程程

在磁场B (r) = ∇×A (r)时，单电子在势V (r)下的Dirac的Hamiltonian可以

表示成

Ĥ = cα ·
[
p−

(e

c

)
A (r)

]
+ (β − I4) mc2 + V (r) I4 (4.1)

交换和关联作用被包括在相对论下的DFT理论的框架下。交换和关联的能

量Exc [j]是Lorentz标量，而且是相对的4分量电流j (r) = (cρ (r) , j (r))的函数，

包括了自旋和角动量的贡献。有效的四势Aeff (r) = (V (r) , A (r))可以表示成

Aeff (r) = Aext (r) +
1

c

∫
d3r′

j (r′)
|r− r′| + c

δExc [j]

δj (r)
(4.2)

这里Aext (r)对应有效外场。因为Exc [j]的表达式未知，而且计算量非常大。为了

避免这些困难，MacDonald[36]提出了一种利用流的Gordon分解的近似方法。这

个方法可以描述出磁场中的主要的相互作用，流的自旋部分保留，轨道部分的

舍去。其中，忽略了反铁磁的性质。对于自旋密度，考虑了有效磁场的相互作



40 自旋转矩的第一原理计算与全相对论下自旋极化的EMTO方法

用。Kohn-Sham-Dirac的方程可以表示成

ĤΨi = EΨi (4.3)

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1

这里Hamiltonian的Ĥ包括了非磁性Ĥ0和磁贡献项Ĥ1。

Ĥ1 = βΣ ·Beff [ρ,m] (4.4)

这里Σ可以表示成

Σ =

(
σ 0

0 σ

)
(4.5)

m是自旋密度。Ĥ0是不在磁场下的Hamiltonian，可以表示成

Ĥ0 = cα · p+ (β − I4) mc2 + V (r) I4 (4.6)

其中，满足体系的波函数

Ψi =

(
φ

χ

)
(4.7)

这里φ是大量而χ是小量。这里的α和β是Dirac矩阵。

α =

(
0 σ

σ 0

)
和 β =

(
I2 0

0 −I2

)
(4.8)

σ为Pauli矩阵。p = − i~∇为角动量算符。I2表示的是(2× 2)的单位矩阵。能

量E定义为：相对论能量W = E + mc2。mc2是电子的静止能量。这里我们

采用Rydberg原子单位，即~ = 1,m = 1/2, c = 274.071979和e2 = 2。有效磁

场Beff [ρ,m]可以表示成对自旋密度函数m的求导，即

Beff [ρ,m] (r) = µBBext (r) +
δExc [ρ,m]

δm (r)
(4.9)

这里µB = e~
2mc
是Bohr磁子。在Rydberg单位下，µB =

√
2

c
= 0.060404276。Bext是

真正的外场。Beff是自旋有效势作用在电子上的有效场。

在EMTO轨道下，我们采用优化的交叠的muffin-tin势近似[28, 115, 123]，

V (r) ≈ VOOMT (r) ≡ V0 +
∑

R

[VR (rR)− V0] (4.10)

其中，VR (rR)是交叠的muffin-tin势井，而V0是势能球sR外的常数势。当交

叠消失的时候，则外面的常数势为0。
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4.2.2 FR-EMTO轨轨轨道道道

球内的轨道

在Dirac效应下，EMTO的轨道主要分两个区域进行描述，一个是球内，一

个是球外的间隙区。磁场可以看成是在球内球形对称，磁矩指向z方向。球

内Hamiltonian可以描述成

H = cαp+
1

2
(β − I4) c2 + V (r) I4 + B (r) βΣz (4.11)

这里的V (r)和B (r)为球形对称。上面的Dirac方程中，对于能量E，球内的轨道

可以写成

Φκµ (E, rR) =

(
φL

κµ (E, rR) Ωκ,µ (r̂R)

iφS
κµ (E, rR) Ω−κ,µ (r̂R)

)
(4.12)

这里Ωκ,µ (r̂R)是自旋相关的球谐函数。它的定义为

Ωκ,µ (r̂R) =
∑

σ=± 1
2

c

(
lj

1

2
; µ− σ, σ

)
Yl,µ−σ (r̂R) ϕσ (4.13)

这里φL
κµ和φS

κµ分别为大量和小量波函数。这里的κ和µ分别轨道和磁相对论的量

子数。其中κ和µ满足下面的关系

κ =

{
−l − 1

l

j = l + 1/2

j = l − 1/2
, κ = ±1,±2,±3, · · ·

µ = ±1

2
,±3

2
,±5

2
, · · · − j ≤ µ ≤ j, j =

1

2
,
3

2
,
5

2
, · · ·

径向的Dirac方程可以化简成两个一阶导的方程的耦合，即





(
d
dr

+ 1+κ
r

)
φL

κµ (r)−
(
1 + E−V (r)

c2

)
cφS

κµ (r)

−B(r)
c2

∑
κ′µ′

〈−κµ |σz| − κ′µ′〉φS
κ′µ′ (r)





= 0 (4.14)





(
d
dr

+ 1−κ
r

)
cφS

κµ (r) + (E − V (r)) φL
κµ (r)

−B (r)
∑
κ′µ′

〈κµ |σz|κ′µ′〉φL
κ′µ′ (r)



 = 0 (4.15)
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其中耦合矩阵元〈κµ |σz|κ′µ′〉可以写成和Clobsch-Gordan系数

〈κµ |σz|κ′µ′〉 = δll′δµµ′
∑

s=± 1
2

sgn (s) C

(
l
1

2
j; µ− s, s

)
C

(
l
1

2
j′; µ− s, s

)

= C

(
l
1

2
j; µ− 1

2
,
1

2

)
C

(
l′
1

2
j; µ′ − 1

2
,
1

2

)

− C

(
l
1

2
j; µ +

1

2
,
1

2

)
C

(
l′
1

2
j; µ′ +

1

2
,
1

2

)

= −δµµ′


 2µ

2κ + 1
δκκ′ +

√
(κ− κ′)2 − 4µ2

|κ− κ′| δκ+κ′,−1




从表达式中可以看到，耦合项存在于相同的{lµ}时，κ取值为l和−l − 1。这样一

来，我们可以把球内的波函数写成

Φκµ (E, rR) =
∑

κ′=l,−l−1

Φκκ′µ (E, rR)

=
∑

κ′=l,−l−1

(
φL

κκ′µ (E, rR) Ωκ,µ (r̂R)

iφS
κκ′µ (E, rR) Ω−κ,µ (r̂R)

)

球外的轨道

在球外的间隙区，单电子的势场为常数，而且没有磁场，Dirac方程可以写

成

[
cαp +

1

2
(β − I4) c2 + V0I4

]
ψ (E, r) = Eψ (E, r) (4.16)

这里的ψ (E, r)也是4分量的波函数。与非Dirac方程类似，我们可以设置轨道的

解为
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ψα
RΛ

=

(
ψLa

RΛ (k, rR)

ψSa
RΛ (k, rR)

)

=




fLa
Rκ (k, rR) Ωκ,µ (r̂R) δΛΛ′δRR′′ +

∑
Λ′

gLa
R′κ′ (k, rR′) Ωκ′,µ′ (r̂

′
R) Sa

R′Λ′RΛ (k)

fSa
Rκ (k, rR) Ω−κ,µ (r̂R) δΛΛ′δRR′′ +

∑
Λ′

gSa
R′κ′ (k, rR′) Ω−κ′,µ′ (r̂

′
R) Sa

R′Λ′RΛ (k)




(4.17)

这里Λ = {κµ},Sa
R′Λ′RΛ是相对论下的“slope”矩阵。我们可以通过在非相对

论下的“slope”矩阵变换获得。

Sa
R′Λ′RΛ (k) =

∑

s=±1/2

C

(
l
1

2
j′ : µ′ − s, s

)
Sa

R′L′,RL (k) C

(
l′
1

2
j : µ− s, s

)
(4.18)

其中，ψα
RΛ的“value”部分为fa

Rκµ =
{
fLa

RκΩκ,µ, f
Sa
RκΩ−κ,µ

}
和“Slope”部分为ga

Rκµ ={
gLa

RκΩκ,µ, g
Sa
RκΩ−κ,µ

}
。其中“value”部分满足的Dirac方程可以化简为

∂χL
κ

∂r
= −1 + κ

r
χL

κ +
1

c

(
E − V0 + c2

)
χS

κ

∂χS
κ

∂r
=

κ− 1

r
χS

κ −
1

c
(E − V0) χL

κ

大量和小量波函数满足的边界条件和非相对论情况下类似，即

fLa
Rκ|aRl

= 1 和 fSa
Rκ|aRl

=
κ + 1

βcaRl

gLa
Rκ|aRl

= 1 和 gSa
Rκ|aRl

=
1

βcaRl

其中这里β = E−V0+c2

c2
。当c → ∞的时候，上面的条件自然过渡到非相对论时的

边界条件。

连接波函数

整个的轨道由三部分组成，由φ,ϕ和ψ组成，见图4.1。与非相对论的EMTO轨

道类似，在hard球的a和势球S之间，我们可以通过自由电子的解ϕ来进行连接轨

道，即
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!
"

图 4.1: EMTO轨道由三部分组成，φ,ϕ和ψ。

ϕa
RΛ =

(
ϕLa

Rκµ (E, rR)

ϕSa
Rκµ (E, rR)

)
≡

(
fLa

Rκ (k, r) Ωκ,µ (r̂R)

fSa
Rκ (k, r) Ω−κ,µ (r̂R)

)
+Da

Rκµ (E)

(
gLa

Rκ (k, r) Ωκ,µ (r̂R)

gSa
Rκ (k, r) Ω−κ,µ (r̂R)

)

Dirac下的EMTO轨道

通过连接上面三段轨道，整个空间的轨道可以表示成为

ψ̄a
kµ (E, r) =

∑

κ′=κ,−κ−1

( [
φLa

κ;κ′µ (E, rR)− ϕLa
Rκµ (E, rR)

]
Ωκ,µ (r̂R)[

iφSa
κ;κ′µ (E, rR)− ϕSa

Rκµ (E, rR)
]
Ω−κ,µ (r̂R)

)
+

(
ψLa

Rκµ (r̂R)

iψSa
Rκµ (r̂R)

)

轨道连接条件

A.不存在磁场

前面我们已经写出了轨道的形式，现在我们需要连接这些轨道，保证他们

在空间的连续可导。从而确定在自由电子轨道上的Da
Rκµ (E)。我们首先研究非

磁时候的波函数的连接情况。我们考虑在势能球半径位置的S处的波函数的对

数导数的情况。前面推导出自由电子的大量部分满足的方程为

∂ϕLa
Rκµ

∂r
= −1 + κ

r
ϕLa

Rκµ +
1

c

(
E − V0 + c2

)
ϕSa

Rκµ (4.19)

略去E−V0

c
部分。我们可以得到

∂ϕLa
Rκµ

∂r
+

1 + κ

r
ϕLa

Rκµ − cϕSa
Rκµ = 0 (4.20)
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整理此项，当r = S时候，左右同时乘以 S
ϕLa

Rκµ(E,S)
，可得到

S

ϕLa
Rκµ (E, S)

· ∂ϕLa
Rκµ (E, S)

∂r
= Sc

ϕSa
Rκµ (E, S)

ϕLa
Rκµ (E, S)

− 1− κ (4.21)

我们定义D
(
ϕLa

Rκµ (E, S)
)

= S
ϕLa

Rκµ(E,S)
· ∂ϕLa

Rκµ(E,S)

∂r
，则我们可以得到自由电子

在S处的对数导数为

D
(
ϕLa

Rκµ (E, S)
)

= Sc
ϕSa

Rκµ (E, S)

ϕLa
Rκµ (E, S)

− 1− κ (4.22)

另外球内的波函数的大量部分φLa
Rκµ (E, S)要与之保持连续可导。则满足的条件

可以写成

D
(
ϕLa

Rκµ (E, SR)
)

= D
(
φLa

Rκµ (E, SR)
)

Sc
fSa

Rκ (E, SR) + gSa
Rκ (E, SR) Da

Rκµ (E)

fLa
Rκ (E, SR) + gLa

Rκ (E, SR) Da
Rκµ (E)

− 1− κ = D
(
φLa

Rκµ (E, SR)
)

在半径为SR处要满足

ϕLa
Rκµ (E, SR) = φLa

Rκµ (E, SR) (4.23)

∂

∂r
ϕLa

Rκµ (E, SR) =
∂

∂r
φLa

Rκµ (E, SR)

我们可以推出

Da
Rκµ (E) = −fLa

Rκ (k, SR)

gLa
Rκ (k, SR)

D
{
φL

Rκµ (E, SR)
}−D

{
fLa

Rκ (k, SR)
}

D
{
φL

Rκµ (E, SR)
}−D {gLa

Rκ (k, SR)} (4.24)

B.存在磁场

下面我们研究在磁场下的波函数连续条件。首先，由于磁场的存在，所以

非对角的波函数存在，我们可以把球内的波函数写成矩阵的形式。它可以分成

大量和小量两部分，

φL
L =

(
φL

κ1;κ′1µ φL
κ1;κ′2µ

φL
κ2;κ′1µ φL

κ2;κ′2µ

)
, φS

L =

(
φS

κ1;κ′1µ φS
κ1;κ′2µ

φS
κ2;κ′1µ φS

κ2;κ′2µ

)
(4.25)

这里指标L表示的{κ; κ′µ}。其中κ和κ′可以取值为κ1 = κ′1 = l和κ1 = κ′1 =
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−l− 1。这里矩阵形式的波函数的在S处的对数导数的定义可以通过波函数连续

可导推出，设波函数2× 2矩阵φ和φ′在S处连续、可导。

φ (S) = φ′ (S)

r
∂

∂r
φ|r=S = r

∂

∂r
φ′|r=S

左右同时乘以矩阵φ−1则可以得到

rφ−1φ|r=S = rφ′−1φ′|r=S (4.26)

我们定义D (φ) = rφ−1φ，则在S位置波函数保证D (φ (S)) = D (φ′ (S))。同样自

由电子的解也存在2 × 2矩阵，利用前面类似的方法，对自由电子满足的耦合方

程，进行变形，E−V0

c
略去。左右同时乘以S

(
ϕLa
L

)−1
矩阵，则我们可以得到

D
(
ϕLa
L (SR)

)
= SRcϕSa

L (E, SR)
[
ϕLa
L (E, SR)

]−1 − I2 − κ (4.27)

这里κ为2× 2矩阵。它的定义如下

κ =

(
κ1 0

0 κ2

)
(4.28)

对于球内的波函数与自由电子的解满足

D
(
ϕLa
L (SR)

)
= D

(
φLa
L (SR)

)
(4.29)

D
(
φLa
L (SR)

)
= SRcφSa

L (E, SR)
[
φLa
L (E, SR)

]−1 − I2 − κ (4.30)

其中，球内的波函数和自由电子在SR处相等。利用自由电子和球内的波函数的

连续可导条件，与非相对论下推导EMTO的自由电子的Dα
Rl (ε)的方法类似，只

是这里我们的波函数都用矩阵考虑。考虑大量波函数的连续和可导，可得到

Da
RL = − [

fLa
RL (k, SR)

(
D

{
φLa

RL (E, SR)
}−D

{
fLa

RL (E, SR)
})]

× [
gLa

RL (k, SR)
(
D

{
φLa

RL (E, SR)
}−D

{
gLa

RL (E, SR)
})]−1

这里的fLa
RL和gLa

RL为自由电子的2× 2矩阵，它们是对角的。D
{
φLa

RL (E, SR)
}
由前

面的公式4.30给出。得到Da
RL后就可以代入“Kink”方程进行求解了。



第四章 FR-EMTO方法 47

4.2.3 kink消消消除除除方方方程程程

通过连接三段轨道波函数，同非相对论下EMTO一样，我们需要令球内波

函数和自由电子的波函数在SR出连续可导，间隙区的波函数需保证和自由电子

在aR处连续可导。在相对论下，电子的波函数是4分量的，可以写成

ψ̄a
κµ (E, r) =

∑

κ′=κ,−κ−1

( [
φLa

κ;κ′µ (E, rR)− ϕLa
κ;κ′µ (E, rR)

]
Ωκ,µ[

iφSa
κ;κ′µ (E, rR)− ϕSa

κ;κ′µ (E, rR)
]
Ω−κ,µ

)
+

(
ψLa

Rκµ (k, rR)

iψSa
Rκµ (k, rR)

)

(4.31)

通过轨道构成了整个空间的解为

Ψj (r) =
∑
RΛ

ψ̄a
κµ (E, r) va

RΛ,j

这里Λ = {κ, µ}。与非相对论下的EMTO类似，我们可以得到“Kink”方程为

∑
κµ

Ka
RΛ,R′Λ′ (Ej) va

RΛj

=
∑
κµ

aR′
[
Sa

RΛ,R′Λ′
(
k2

j

)− δRR′ (δκ,κ′ + δκ,−κ′−1) Da
Rκκ′µ

]
va

RΛ,j

= 0

这里Ka
RΛ,R′Λ′ (Ej)为“Kink”矩阵。这个方程与非相对论下是基本一样，但是要注

意，在存在磁场的时候，Da
Rκκ′µ矩阵不是对角的，由于存在κ和−κ− 1的态存在。

关于矩阵元DR的排列，请参看后面的第4.5.3节。
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4.3 混混混合合合表表表象象象下下下的的的Green函函函数数数

在这节中，我们研究了对于2D平移对称性体系下，利用Green函数方法计

算电子结构的方法。其中包括Green函数的“Principle”层的技术，电极自能的描

述等。

在层状结构中，由于具有2D的平移对称性，所以，我们可以通过Fourier变

换来定义辅助格林函数gα
RΛ,R′Λ′

∑

BΛ,B′Λ′
Kα

BΛ,B′Λ′
(
k||, z

)
gα

BΛ,B′Λ′
(
k||, z

)
= δBB′δΛΛ′ (4.32)

其中Kα
BΛ,B′Λ′

(
k||, z

)
为“Kink”矩阵。则gα

BΛ,B′Λ′
(
k||, z

)
等于“Kink”矩阵的逆，可

以写成

gα
BΛ,B′Λ′

(
k||, z

)
=

{[
a

(
Sα

(
k||, z

)−Dα (z)
)]−1

}
BΛ,B′Λ′

(4.33)

4.3.1 矩矩矩阵阵阵的的的分分分块块块技技技术术术

为了减少计算量，确定每个原子点上的辅助Green函数gα
p,p′，我们需要采用

矩阵分块技术。采用的轨道短程、局域的时候，我们可以引入“Principle”层(主

原子层)的概念。主要包括三点：(1)每个主原子层包括有限个数的原子。(2)整

个体系可以利用一系列的主原子层的耦合表示，其中，利用p来标定原子层序

号。(3)系统中任意格点R ≡ (
p,B,T||

)
,这里B为p原子层的原子的基矢。T||为面

内的平移矢，则面内任意的原子点R = B + T||。只考虑近邻层的相互作用。对

于Slope矩阵，存在下列关系, 当|p− p′| > 1

Sα
p,p′ = 0 (4.34)

首先定义矩阵A和A−1，定义AA−1 = I，其中定义子矩阵为

A =

(
AII AIU

AUI AUU

)
和 A−1 =

(
ξII ξIU

ξUI ξUU

)
(4.35)

由定义关系，可以得到

AIIξII + AIUξUI = 1II

AUIξII + AUUξUI = 0
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则我们可以得到矩阵

ξII =
(
A−1

)
II

=
[
AII − AIU (AUU)−1 AUI

]−1

(4.36)

这种方法在文献中通常被称作“partitioning technique”。

我们采用这个方法来求解辅助格林函数gα
pBΛ,pB′Λ′

(
k||, z

)
，定义为

∑
pBΛ

Kα
pB′Λ′,pBΛ

(
k||, z

)
gα

pBΛ,p′′B′′Λ′′
(
k||, z

)
= δp′p′′δB′B′′δΛ′Λ′′ (4.37)

这里

Kα
pBΛ,p′B′Λ′

(
k||, z

)

= ap′B′
[
Sα

pBΛ,p′B′Λ′,
(
k||, z

)− δpBδp′B′ (δκ,κ′ + δκ,−κ′−1) Dα
pBκκ′

]
(4.38)

其中，矩阵Kα
(
k||, z

)
为带状矩阵，则

Kα
pp′

(
k||, z

)
= 0 如果 |p− p′| > 1 (4.39)

采用公式4.36，我们可以得到

gα
p,p

(
k||, z

)
=

{[
Kα

(
k||, z

)]−1
}

p,p

=
{
Kα

p,p −Kα
p,U

[
Kα

U,U

]−1
Kα

U,p

}−1

=
{
apS

α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − apS

α
p,U

[
Kα

U,U

]−1
aUSα

U,p

}−1

根据主原子层的定义，

Sα
p,U = Sα

p,p+1 或 Sα
p,p−1 (4.40)

Kα
U,U可以看做原来的Kα,只是没有第p行和p列，可以写成

Kα
U,U

(
k||, z

)
=

[
Kα,p−1,<

(
k||, z

)
0

0 Kα,p+1,>
(
k||, z

)
]

(4.41)

这里Kα
U,U可以写成两部分，一部分是小于p层所有的矩阵，另一部分是大于p层

的矩阵。则我们可以得到
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gα
p,p

(
k||, z

)

=





apS
α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − apS

α
p,p+1

[
[Kα,p+1,>]

−1
]

p+1,p+1
ap+1S

α
p+1,p

−apS
α
p,p−1

[
[Kα,p−1,<]

−1
]

p−1,p−1
ap−1S

α
p−1,p





−1

4.3.2 表表表面面面Green函函函数数数

对角的格林函数矩阵

我们定义表面格林函数Gα,<
p

(
k||, z

)

Gα,<
p

(
k||, z

)
=

[[
Kα,p,<

(
k||, z

)]−1
]

p,p
(4.42)

Gα,>
p

(
k||, z

)
=

[[
Kα,p,>

(
k||, z

)]−1
]

p,p
(4.43)

可以得到

gα
p,p

(
k||, z

)

=

{
apS

α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − apS

α
p,p+1Gα,>

p+1

(
k||, z

)
ap+1S

α
p+1,p

−apS
α
p,p−1Gα,<

p−1

(
k||, z

)
ap−1S

α
p−1,p

}−1

定义

Γα,>
p

(
k||, z

)
= apS

α
p,p+1Gα,>

p+1

(
k||, z

)
ap+1S

α
p+1,p (4.44)

Γα,<
p

(
k||, z

)
= apS

α
p,p−1Gα,<

p−1

(
k||, z

)
ap−1S

α
p−1,p (4.45)

可以得到

gα
p,p

(
k||, z

)

=
{
apS

α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − Γα,>

p

(
k||, z

)− Γα,<
p

(
k||, z

)}−1
(4.46)

Dα
p和Sα

pp

(
k||, z

)
是只和p层有关的物理量，而Γα,>

p

(
k||, z

)
和Γα,<

p

(
k||, z

)
相当

于p层前后对其的作用。
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利用“分块技术”研究Gα,<
p

(
k||, z

)
，利用关系4.36,由于只有单个方向的耦

合，p′ < p，所以可以得到

Gα,<
p

(
k||, z

)
=

[[
Kα,p,<

(
k||, z

)]−1
]

p,p

=
{
Kα

p,p −Kα
p,p−1

[
Kα,p−1,<

(
k||, z

)]−1

p−1,p−1
Kα

p−1,p

}−1

利用表面格林函数和“Kink”方程的定义，得到

Gα,<
p

(
k||, z

)

=
{
apS

α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − apS

α
p,p−1Gα,<

p−1

(
k||, z

)
ap−1S

α
p−1,p

}−1

Gα,>
p

(
k||, z

)

=
{
apS

α
pp

(
k||, z

)− apD
α
p − apS

α
p,p+1Gα,>

p+1

(
k||, z

)
ap+1S

α
p+1,p

}−1

改变指标，并且，左右分别乘以apS
α
p,p′的矩阵，化简得到

Γα,<
p

(
k||, z

)
= apS

α
p,p−1

[
ap−1S

α
p−1p−1

(
k||, z

)− ap−1D
α
p−1 − Γα,<

p−1

(
k||, z

)]
ap−1S

α
p−1,p

(4.47)

Γα,>
p

(
k||, z

)
= apS

α
p,p+1

[
ap+1S

α
p+1p+1

(
k||, z

)− ap+1D
α
p+1 − Γα,>

p+1

(
k||, z

)]
ap+1S

α
p+1,p

(4.48)

非对角的Green函数表示

非对角的Green函数可以通过迭代关系进行求解。当考虑Green函数gα
p,p′，

当p > p′的时候，其中存在下面的关系

gα
p,p−1 = −gα

ppS
α
p,p−1

[
Kα

p−1 − Γα,<
p−1

]−1

gα
p,p−2 = −gα

pp−1S
α
p−1,p−2

[
Kα

p−2 − Γα,<
p−2

]−1

gα
p,p−3 = −gα

pp−2S
α
p−2,p−3

[
Kα

p−3 − Γα,<
p−3

]−1

...

考虑另一种情况，即p < p′时候，
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gα
p,p+1 = −gα

ppS
α
p,p+1

[
Kα

p+1 − Γα,>
p+1

]−1

gα
p,p+2 = −gα

pp+1S
α
p+1,p+2

[
Kα

p+2 − Γα,>
p+2

]−1

gα
p,p+3 = −gα

pp+2S
α
p+2,p+3

[
Kα

p+3 − Γα,>
p+3

]−1

...

通过上面的公式，我们可以求得任意位置的Green函数。

4.3.3 电电电极极极部部部分分分自自自能能能

由于电极内具有电流方向的平移对称性，考虑左边的电极，当p ≤ 0的时候，

具有下面的关系

Dα
p (z) = Dα

0 (z)

Sα
p−1,p

(
k||, z

)
= Sα

−1,0

(
k||, z

)

Sα
p,p

(
k||, z

)
= Sβ

00

(
k||, z

)

Sα
p,p−1

(
k||, z

)
= Sβ

0,−1

(
k||, z

)

可以得到，当p ≤ 0时候，

Gα,<
p

(
k||, z

)
= Gα,<

left

(
k||, z

)
(4.49)

利用关系4.36，Gα,<
left

(
k||, z

)
满足

Gα,<
left

(
k||, z

)
=

{
a0S

α
00

(
k||, z

)− a0D
α
0 − a0S

α
0,−1Gα,<

left

(
k||, z

)
a−1S

α
−1,0

}−1
(4.50)

Γα,<
left

(
k||, z

)
= a0S

α
0,−1

[
a−1S

α
−1,−1

(
k||, z

)− a−1D
α
−1 − Γα,<

left

(
k||, z

)]
a−1S

α
−1,0

(4.51)

同样Gα,>
right

(
k||, z

)
满足

Gα,>
right

(
k||, z

)
=

{
aN+1S

α
N+1,N+1

(
k||, z

)− aN+1D
α
N+1

−aN+1S
α
N+1,N+1Gα,>

right

(
k||, z

)
aN+2S

α
N+2,N+1

}−1

(4.52)

Γα,>
right

(
k||, z

)
= aN+1S

α
N+1,N+2

[
aN+2S

α
N+2N+2

(
k||, z

)− aN+2D
α
N+2

−Γα,>
right

(
k||, z

)
]

aN+2S
α
N+2,N+1

(4.53)
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在具体的程序中，我们首先通过自洽求解左右电极的Γα,<
left

(
k||, z

)
和Γα,>

right

(
k||, z

)
。

然后通过耦合关系，把每个p层下的Γα,<
p

(
k||, z

)
和Γα,>

p

(
k||, z

)
，然后代入方

程4.46中求解每个p层的gα
p,p

(
k||, z

)
。

4.3.4 高高高阶阶阶部部部分分分的的的Green函函函数数数

为了求解高阶的电子密度，我们需要求解表面函数的g̃α
Rλµ,R′λ′µ′ (z),当l, l′ >

llow。对于第p层的g̃pp可以表示成

g̃pp =
∑

p′,p′′
Sα

p,p′g
α
p′p′′S

α
p′′,p (4.54)

其中，考虑近邻的相互作用，p′和p′′的取值为p, p + 1和p − 1。所以，上边的表

达式中存在9项求和。而对于第1层和第N层，我们可以图中4.2 中的标示中，考

虑包括lead在内的0层和N+1层附近的Green函数。其中黑框中的块矩阵为散射

区Green函数矩阵。其中Sα
p,p′的矩阵维度为(H× L), Sα

p′′,p的矩阵维度为(L×H)，

和gα
p′p′′的矩阵维度为(L× L)。这里L的角动量范围为l ≤ llow,H部分的角动量

为l > llow。

4.4 物物物理理理量量量的的的计计计算算算

4.4.1 态态态密密密度度度

在计算电子结构的过程中，我们需要对态密度进行积分来得到电子数。其

中，总的电子数可以表示成

N (Ef ) =
1

2πi

∑

R′Λ′RΛ

∮

EF

GR′Λ′RΛ (z) dz (4.55)

其中Green函数GR′Λ′RΛ (z)可以写成

GR′Λ′RΛ (z) = ga
R′κ′µ′Rκµ (z) K̇a

R′κ′µ′Rκµ (z)− δRR′G
aḊ
Rκκ′µ (4.56)

这里

等式的第一项中的K̇a
R′κ′µ′Rκµ为能量的导数。第二项是为了去除非物理的奇点。

GaḊ
RL = [Da

RL]
−1 Ḋa

RL (z)

−
∑

ε
|D|
RL

det
∣∣∣Da

RL
(
ε
|D|
RL

)∣∣∣
det

∣∣∣Ḋa
RL

(
ε
|D|
RL

)∣∣∣

[
Da

RL
(
ε
|D|
RL

)]−1

Ḋa
RL

(
ε
|D|
RL

)

z − ε
|D|
RL

(4.57)
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g00

g11

g22

g33

...

gn-1

gnn

gn+1

图 4.2: 高阶部分Green函数的第1层和第N层的处理。

GaḊ
RL是一个2 × 2的矩阵。L = {κ, κ′µ}。当存在磁场的时候，GaḊ

RL有非对角元存

在。

对于第p层的gK̇仅需要考虑近邻原子层的相互作用。p层上的电子数可以表

示成

Np =
1

2πi

∮

EF

Gpp (z) dz (4.58)

其中

Gpp (z) =
∑

p′
ga

pp′ (z) K̇a
p′p (z)−GaḊ

p (4.59)

这里p′需要考虑p层的近邻相互作用，可以取p′ = p− 1, p, p + 1。

4.4.2 电电电子子子密密密度度度

前面我们已经推导了在Dirac下的格林函数和“Kink方程”，我们利用Green函

数表示它们的电子密度、角动量和自旋密度。

n (r) =

ε≤EF∑
j

Ψ†
j (r) βX̂Ψj (r) =

1

π
Im

∮

EF

βX̂G (r, z) dz (4.60)
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这里的β是Dirac矩阵。我们要对Fermi面下所有的态进行求和。其中，X̂为β,Σ和lz，

分别用来计算电子、自旋和角动量密度。总的物理量的贡献主要来源于大量和

小量的贡献。整理上面的表达式，

n (r) =
∑

R

∑
κµ

∑

κ′µ′

∑

κ′′µ′′

[
RL

Rκµκ′µ′ (r) Ωκµ (r̂R)† Ωκ′′µ′′ (r̂R) 〈κ′′µ′′ |x̂L|κ′µ′〉
−RS

Rκµκ′µ′ (r) Ω−κµ (r̂R)† Ω−κ′µ′ (r̂R) 〈−κ′′µ′′ |x̂S| − κ′µ′〉

]

对于大量（小量）波函数计算电子密度对应的算符x̂L (x̂S)可以取I2 (−I2)。当计

算自旋和角动量时，取σ和l。RL和RS可以表示成

RL
Rκµκ′µ′ (r) =

∑

λλ′

∮

EF

dzZLa
Rκ,λµ (z, rR) ΓRλµλ′µ′Z

La
Rκ′,λ′µ′ (z, rR)

RS
Rκµκ′µ′ (r) =

∑

λλ′

∮

EF

dzZLa
Rκ,λµ (z, rR) ΓRλµλ′µ′Z

La
Rκ′,λ′µ′ (z, rR)

这里ΓRλµλ′µ′是路径算符反厄米部分

ΓRλµλ′µ′ =
1

2π

[
g̃a

RλµRλ′µ′ − g̃a∗
RλµRλ′µ′

]
(4.61)

其中的

g̃a
RλµRλ′µ′ =





ga
RΛR′Λ′ (z) + δRR′δLL′GaḊ

[
Ḋa

RL
]−1

l,l′ ≤ llow∑
R′′Λ′′

ga
RΛR′′Λ′′ (z) Sa

R′′Λ′′R′Λ′ (k
2) l′ ≤ llow ,l > llow

∑
R′′Λ′′

∑
R′′′Λ′′′

Sa
RΛR′′Λ′′ (k

2) ga
R′′Λ′′R′′′Λ′′′ (z) Sa

R′′′Λ′′′R′Λ′′µ (k2) l,l′ > llow

(4.62)

ZLa
Rκ,λµ =





φLa
Rκ,λµ (z, rR)

ϕLa
Rκ,λµ (z, rR)

−δκκ′jl (krR)

l ≤ llow rR ≤ sR

l ≤ llow rR > sR

l > llow

(4.63)

ZSa
Rκ,λµ =





φSa
Rκ,λµ (z, rR)

ϕSa
Rκ,λµ (z, rR)

−δκλ
ikcSk

E−V0+c2
j−l (krR)

l ≤ llow rR ≤ sR

l ≤ llow rR > sR

l > llow

(4.64)

其中，关于高阶项的矩阵乘积的讨论，请参考前面第4.3.4节的讨论。其中，关于

计算WS球的大小的几何算法，请参考附录C。
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4.5 FR-EMTO界界界面面面电电电子子子自自自洽洽洽程程程序序序的的的数数数值值值实实实现现现

这套程序是在全相对论下，基于EMTO轨道，利用Green函数的求解电

子结构的方法。本程序是通过Fortran语言编写。其中，程序主要构架参考

了Turek的IES程序。各个部分的子程序是在Vitos小组的EMTO的程序基础上进

行修改的。这套程序，目前，只具有界面的电子结构的自洽计算的功能。为后面

的实现CPA近似，以及计算非平衡输运，搭建了计算的平台。这套程序的主要

特点为：

（1）采用Fortran中MODULE功能。不同的MODULE属于不同的计算集。

这些计算集按不同的物理量进行分类。

（2）其中内存的分配，都采用大量的动态内存分配，以免计算大体系的时

候，避免出现静态内存分布的错误。

（3）程序的编写以及调试主要是在Windows下的Compad visual Fortran下

实现完成。不需要链接其它库函数。已经把一些常用的Lapack的函数，直接编

写到程序中。所以整个程序具有良好的平台移植性。

（4）保留着大量的变量的接口，为以后程序的升级，实现其他功能，例

如，CPA和非平衡电子结构的计算实现提供了方便。

4.5.1 程程程序序序流流流程程程图图图

程序主要分成两部分，其中第一部分为电子结构的自洽做准备，计算各种

物理参数。其中，包括slope矩阵、对数导数矩阵和Madelung矩阵等。第二部分

为电子结构的自洽循环。物理体系主要分成三部分，左边的Vacummn（V）区

域，右边的bulk（B）区域以及中间的散射区（I）。见图4.3，图中的主循环为电子

自洽部分。循环的停止主要通过这次计算的Ωn和上次循环的Ωn的差来判定。两

次Ω所有矩阵元的相对误差的模的和，小于一定的相对误差时，即判定为收敛。

其中ΩR的定义为

ΩR = DR + g−1
RR (4.65)

Pini: 设置文件的开关。

Setcst: 设置计算过程中的使用的常数。

Setdrc: 设置求解Dirac方程中使用的常数。

Rall: 输入输出文件，例如，计算原子结构和原子势文件。
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pini

Setcst

Setdrc

Rall

Setflm

Begi

Trnsfm

Gibz

Geths

Tbri

Tbrb

Tbrv

Screen

Salpl

Salplv

Salplb

Setexp

Maco

Array(1)

Slda

Start

Gabu0

Gava0

Scpf

Repa

Cpait(iter)

Deng

Findn

Vade

Offdg

Newchd

Mltpm

Mixchd

Chdren

Newpot

Softp

Totale

Pout

Array(0)

Iter

End

图 4.3: Emto电子自洽程序流程图



58 自旋转矩的第一原理计算与全相对论下自旋极化的EMTO方法

Setflm: 设置球谐函数的因子。

Begi: 设置能量积分的围道。

Trnsfm: 设置实数和复数的球谐函数的转换矩阵。

Gibz: 设置二维BZ的K点分布以及对称性。

Geths: 设置Hard sphere的球半径的相乘矩阵。

Tbri,Tbrb,Tbrv: 不同区域中原子的实空间Cluster大小。

Screen: 设置watson球的大小。

Salpl,Salplv,Salplb: 计算三个区域的实空间在某一能量上的结构常数。

Setexp: 设置结构常数Taylor展开的系数。

Maco: 计算Madelung常数矩阵。

Array(1): 为电子自洽计算分配内存。

Slda: 计算不同原子球的势参数，为做电子自洽做准备。

Start: 设置电子密度的归一化函数。

Gabu0: 计算Bulk内的自能。

Gava0: 计算Vacuum中的自能。

Scpf: 计算对数导数矩阵DR。

Repa: 计算辅助Green函数gp,p和gp,p′。

Cpait: 判断每个格点的函数ΩR是否收敛。

Deng: 计算不同能量上的态密度。

Findn: 计算每个不同格点上的电子数和能量的moment。

Vade: 计算价电子的电子密度。

Offdg: 计算非对角的Green函数矩阵元。

Newchd: 计算总的电子密度。

Mltpm: 计算原子的多极矩。

Mixchd: 为下一步电子计算，混合电子密度。

Chdren: 归一化电子密度。

Newpot: 为下一步电子自洽生成新的球内势分布。

Softp: 生成新的内核的电子密度。
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Totale: 计算系统的电子总能。

Pout: 打印出每次自洽的结果。

Array(0): 释放所有的内存。

End: 程序结束。

4.5.2 主主主要要要模模模块块块说说说明明明

suv: 晶格平面矢量，倒格矢

Gepo,BGepo,VGepo: 原子在不同区域的位置，原子球大小，截断长度。

Kmesh: BZ中格点分布有关的参数。

Scr, Bscr, Vscr: 实空间的原子的近邻Cluster的原子信息。

Sck, Bsck, Vsck: 在一个给定的k点，不同区域的“slope”矩阵。

Datdim: 基本的输入信息，例如，轨道个数、收敛精度等。

Rewr: 输入和输出文件的设备号。

Gfg: Green函数矩阵，高阶Green函数矩阵。

Cpf: 对数导数矩阵D。

Omg: 判定收敛的矩阵Ω。

Cnw: 围道积分参数。

Csts: 自洽计算所需的常数。

Realgaunt,Realgaunt2: Gaunt系数。

Stemporary: 计算slope矩阵采用的临时变量。

Popa，Bpopa, Vpopa: 计算Dos，对数导数变量区。

pottmp: 计算对数导数所需要的临时变量接口

diracdata: 求解Driac方程所需要的变量。

Taylor: taylor展开得到的系数。

Bgam0: bulk区的自能（K,IE）。

wavef: 单个原子位置上的波函数。

Edensity: 单个原子球的电子密度、轨道和自旋角动量。

Amad: Madelung计算矩阵。

Xctmp: 交换关联矩阵。
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poissonp: 解poisson方程用到的变量。

Newp: new势函数参数。

totalE: 计算得到单原子的总能。

4.5.3 部部部分分分矩矩矩阵阵阵角角角标标标说说说明明明

假设磁矩指到z方向上，对数导数矩阵元表示，见图4.4。其中，这里的x,y矩

阵元不为0。
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图 4.4: 对数导数矩阵的矩阵元分布。
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4.6 FR-EMTO输输输运运运和和和能能能带带带的的的计计计算算算

4.6.1 运运运动动动方方方程程程

由于系统在实空间存在2D的平移对称性，所以每个入射态在2D的BZ具有

波矢k‖。整个体系的可以描述成“principle”层的耦合，

−aIS
k‖
I,I−1VI−1

(
k‖

)
+

(
UIaIDI,I (EF ) U †

I − S
k‖
I,I

)
VI

(
k‖

)−aIS
k‖
I,I+1VI+1

(
k‖

)
= 0,

(4.66)

这里利用VI

(
k‖

)
描述第I层的波函数系数。如果第I层具有h个原子，波函数系

数的维度为2 (lmax + 1)2 h = 2M。DI,I是一个2M × 2M的矩阵。S
k‖
I,I为“Slope”矩

阵，其中的矩阵元定义为

S
k‖
RΛ,R′Λ′

=
∑
T‖

exp
[
ik‖ ·T‖

]
Sα

RΛ,(R′+T‖)Λ′
R ∈ I

R′+T‖ ∈ I ′
, (4.67)

I和I ′为“principle”层的指标，T‖是2D的平移矢量。

4.6.2 电电电极极极的的的本本本征征征态态态

我们通过求解电极中能量为EF的Bloch态作为散射问题的入射态。在电极

中，由于具有平移对称性，所以可以把电极自身的运动方程改写成

(
S−1

0,1

(
D00 − S0,0

) −S−1
0,1S1,0

1 0

) (
V0

V−1

)

= λ

(
V0

V−1

)
. (4.68)

电极中的波函数满足Bloch定理，所以，系数满足关系Vn=λnV0。我们可以利用

上面的公式求解输运方向的能带描述不同能量E得到不同的K点。关于能带的计

算结果，请参考第4.8节。

电极的局域坐标系下求出本征态，然后利用变换矩阵构造任意方向的

入射态，即V0 = U0V0。电极中的本征态分成扩散态和衰减态。我们这里利

用(+)和(−)来标定不同方向的传播波函数。wµ (±)表示V的不同本征解，分别
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对应本征值λµ (±)。则矩阵W (±)构造成

W (±) = U0W (±)

≡ U0[w1 (±) ,w2 (±) · · · ,w2M (±)] (4.69)

然后，构造的Bloch因子的矩阵为

F (±) ≡ W (±)Λ (±)W−1 (±) (4.70)

这里Λ (±)为对角矩阵，其中的矩阵元排列为[λ1 (±) , λ2 (±) · · · , · · · , λ2M (±)]。

在局域的量子化轴下，具有关系

VI (±) = F
I−J

(±)VJ (±) (4.71)

在全局量子化轴下也同样满足类似的关系

VI (±) = F (±)I−J VJ (±) (4.72)

Bloch因子的矩阵F (±)表示着第I层和第J层的波函数关系。

4.6.3 散散散射射射问问问题题题

前面讨论的运动方程包含了无限的维度，因为左右电极为开放体系。所以，

我们考虑把边界条件，把散射方程化简成有限维度的线性方程进行求解。首先，

考虑左边的电极，当电子入射的时候，对于第I = 0层原子层存在

(
D0,0 − S̃0,0

)
V0 − S0,1V1

= S0,−1

[
F−1

L (+)− F−1
L (−)

]
V0 (+) , (4.73)

这里L代表左边的电极，其中S̃0,0 ≡ S0,0 + S0,−1F
−1
L (−)。这里的S0,−1F

−1
L (−)为

左边电极的自能。右边的电极，第(N + 1)层的波函数可以写成

(
UN+1DN+1,N+1U

†
N+1 − S̃N+1,N+1

)
VN+1 − SN+1,NVN = 0, (4.74)

这里同样S̃N+1,N+1 = SN+1,N+1 + SN+1,N+2FR (+)。SN+1,N+2FR (+)是右边电极

的自能部分。使用第0层和第(N + 1)层的边界条件，散射态波函数可以写成
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


V0

V1

V2

...

VN

VN+1




=
(
AD−AS̃

)−1

×




a1S1,−1

[
F−1

L (+)− F−1
L (−)

]
V0 (+)

0
...

0

0




,

(4.75)

这里S̃是带状的矩阵，其中包括S̃0,0和S̃N+1,N+1。不同格点的自旋方向可以通过

转动矩阵U来进行变换。整个散射方程需要在方程2.6中给定V0 (+)。V0 (+)可

以通过求解wλ (+)来给定，但是需要对wλ (+)进行流归一化处理。求解透射矩

阵的方法同以前的方法类似[53]。

4.7 程程程序序序流流流程程程图图图

4.7.1 Dirac下下下输输输运运运程程程序序序的的的流流流程程程图图图

在Dirac方程下计算电子的输运主要分成两部分。第一部分为计算输运作参

数输入。第二部分为在计算每个K点下的输运，最后对所有的K 点进行积分。其

中，每个子程序的功能为：

setcst: 常数输入。

open output file: 打开输入输出文件。

input: 计算参数的输入。

trnsfm: lm和κ, µ转换参数。

kmu lm mat: κ, µ转换lm矩阵。

sigma mat: σ矩阵

read region: 计算不同区域的结构和势文件输入。

shift pot: 不同区域的势的平移。

bessinit: Bessel函数的输入准备。

ifit: 级数阶乘的矩阵。

setflm: Gaunt系数的计算。
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setcst

open_output

_file

input

trnsfm

kmu_lm_mat

sigma_mat

read_region(L)

read_region(R)

read_region(M)

shift_pot

bessinit

ifit

setflm

struc_const(L)

struc_const(R)

struc_const(M)

make_dfn_d(L)

make_dfn_d(R)

make_dfn_d(M)

gibz

preallocate_all

Loop

save_output2

k_ind

lead_pre

make_sk(L)

make_sk(R)

make_sk(M)

make_ds

sp_solver

cond_ds

con_matrix

save_output1

setdrc

array(1)

图 4.5: Dirac方程下计算输运程序的流程图
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struc const: L,M,R区域的结构常数计算。

setdrc: dirac参数的计算。

array(1)：矩阵的内存分配。

make dfn d: 计算势函数。

gibz: BZ的格点分布。

preallocate all: 数组内存的分配。

lead pre: 计算Bloch态函数。

make sk: 计算在k||下的结构常数矩阵。

make ds: 计算a(D-S)矩阵。

sp solver: 求解单个k||的运动方程。

cond ds: 计算散射矩阵。

con matrix: 分割透射矩阵贡献。

save output1: 保存每个k||下的透射率。

save output2: 保存最后的透射率的大小。

4.7.2 Dirac下下下能能能带带带的的的流流流程程程图图图

关于计算能带程序的主要子程序与计算输运的相同。其中计算能带的主要

原理是，利用Bloch定理，计算输运方向上不同能量下的Bloch态，保存k点的信

息。这样，不同能量下k点便连成了能带，见图4.6。

4.8 FR-EMTO下下下的的的能能能带带带

为了核对能带的计算结果，计算Fe,Co和Ni的能带结构。我们分别计算了不

同磁矩方向的能带结构。并且同VASP所得到的结果做对比。计算的结果表明，

所得到的能带可以同VASP的计算结果基本符合。
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open_file

setcst

setfact

input

trnsfm

kmu_lm_mat

sigma_mat

read_region

bessinit

ifit

setflm

latt3d

screen

salpl

setdrc

allocate

setexp

arrays(1)

make_dfn_d

make_sk

solve_lead

array(0)

save_k_informat

ion

E

End

图 4.6: Dirac方程下计算能带程序流程图
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图 4.7: Fe的能带沿[001]，磁矩方向B||[001]。(a)FR-EMTO方法, (b)VASP方法。
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图 4.8: Co的能带沿[100]，磁矩方向B||[001]。(a)FR-EMTO方法, (b)VASP方法。
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图 4.9: Ni的能带沿[100]，磁矩方向B||[001]。(a)FR-EMTO方法, (b)VASP方法。



第第第五五五章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

本文试图从真实材料的第一原理出发，计算自旋转矩，以及发展了全相对

论下自旋极化的EMTO轨道下，计算界面的电子结构方法。

在第二章中，我们发展了一套计算非共线体系磁结构的输运和自旋转矩的

方法。我们发现，对于Co|Cu|FM|Cu的自旋阀结构，STT在材料Ni中的传播比较

深。振动的周期可以通过Ni的Fermi面的形状特征解释。对于在NM|FM界面附

近的衰减态产生的STT 的理解非常复杂。在Co|Cu|Co|Cu的结构中，忽略体系

界面附近的非共线无序，我们发现自由层界面附近的STT有很大的提高。这种

提高可以解释成界面附近的交换场的稀释所导致。

在第三章中，我们发展一套计算非共线结构下的STT的方法。我们

可以利用这个方法研究自旋翻转下的长程三重态的AR和GMR效应。对

于Fe/Ag/Fe/Al(001)的与S接触的自旋阀结构，当界面出现无序的非共线结

构时候，将出现GMR效应。

在第四章中，我们发展了一套全相对论下基于EMTO轨道，计算界面电子

结构的方法。这套方法是基于Turek小组的IES程序和Vitos小组的FR-EMTO的

程序的基础上修改的。同时，这套程序为日后实现计算无序体系CPA近似和非

平衡电子输运搭建了平台。

今后的工作，我们可以主要围绕这套全相对论EMTO电子自洽程序展开，

在目前完成的程序的基础上添加下列功能：

1. CPA电子结构计算。

2. 非平衡的电子结构自洽功能。

3. 考虑非平衡下CPA的Vertex correction 。

4. 考虑计算Dirac下的自旋转矩。





附附附录录录 A 非非非共共共线线线LMTO轨轨轨道道道Hamitonian

在这里我们首先构造非共线的LMTO轨道，然后推导非共线的Hamiltonian和

交叠矩阵。同时，也可以推导出“tail-cancelation”方程与Hamiltonian方程的关

系。

系统的Hamiltonian

我们考虑的体系是非共线系统，非共线的Hamiltonian可以描述成

H = −∇2 + U †
[

V↑ 0

0 V↓

]
U (A.1)

非共线的LMTO轨道

关于公式的角标，我们采用Turek的公式体系[104]，非共线下的LMTO的轨

道χRL (r)可以描述如下[105]

χRLσ (r)

= U †
Rχ̄RLσ (r)

= −
{
K, φ̇

}
Rlσ

φRLσ (rR)
(
U †

Rησ

)
+ {K, φ}Rlσ φ̇RLσ (rR)

(
U †

Rησ

)
rR ≤ sR

=
∑

L′σ′

(
U †

RS̄RL,R′L′UR′

)
σσ′




{
J, φ̇

}
R′l′σ′

φR′L′σ′ (rR′) U †
R′ησ′

−{J, φ}R′l′σ′ φ̇R′L′σ′ (rR′) U †
R′ησ′


 rR′ ≤ sR′ (R′ 6= R)

χ̄RLσ上面的横线表示的局域量子化轴下的轨道，σ是自旋的指标。χσ在这里是

一个二分量的函数，自旋部分为

η↑(↓) =

(
1

0

)
或

(
0

1

)

转动矩阵定义如下，

UR =

[
cos θR

2
e−iϕR/2 − sin θR

2
e−iϕR/2

sin θR

2
eiϕR/2 cos θR

2
eiϕR/2

]
(A.2)
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Hamiltonian和交叠矩阵元

对于R处的原子球，不同的积分元如下

〈ΦRLσ (rR) |ΦRL′σ′ (rR)〉 = δLL′,σσ′ (A.3)〈
ΦRLσ (rR) |Φ̇RL′σ′ (rR)

〉
= 0 (A.4)

〈
Φ̇RLσ (rR) |Φ̇RL′σ′ (rR)

〉
= pRlσδll′,σσ′ (A.5)

这里ΦRLσ (rR) = φRLσ (rR)
(
U †

Rησ

)
和Φ̇RLσ (rR) = φ̇RLσ (rR)

(
U †

Rησ

)
。在

非共线下的交叠积分的矩阵元可以表示成为

ORLσ,R′L′σ′ =
{
K, φ̇

}2

Rlσ
δRL,R′L′ −

{
K, φ̇

}
Rlσ

{
J, φ̇

}
Rlσ

SRLσ,R′L′σ′ (A.6)

− SRLσ,R′L′σ′

{
J, φ̇

}
R′l′σ′

{
K, φ̇

}
R′l′σ′

+
∑

R′′L′′σ′′
SRLσ,R′′L′′σ′′

{
J, φ̇

}2

R′′l′′σ′′
SR′′L′′σ′′,RLσ + O

(p)
R′L′σ′,RLσ

这里结构常数矩阵SRLσ,R′L′σ′ =
(
U †

RSRL,R′L′UR′

)
σσ′
。忽略上面ORLσ,R′L′σ′的最

后一项。等式A.6可以写成矩阵的形式，如下

O =
({

K, φ̇
}
− S

{
J, φ̇

}) ({
K, φ̇

}
−

{
J, φ̇

}
S
)

(A.7)

这里S = U †S̄U。Hamiltonian矩阵可以转变成多个单个原子球内的积分。主要

的积分矩阵元如下：

〈
ΦRLσ (rR)

∣∣−∇2 + U †VRU
∣∣ ΦRL′σ′ (rR)

〉
= Ev,Rlσδll′,σσ′〈

Φ̇RLσ (rR)
∣∣−∇2 + U †VRU

∣∣ ΦRL′σ′ (rR)
〉

= 0
〈
ΦRLσ (rR)

∣∣−∇2 + U †VRU
∣∣ Φ̇RL′σ′ (rR)

〉
= δLL′,σσ′

〈
Φ̇RLσ (rR)

∣∣−∇2 + U †VRU
∣∣ Φ̇RL′σ′ (rR)

〉
= Ev,RlσpRlσδll′,σσ′
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最后推导得到的Hamiltonian矩阵元为：

HRlσ,R′l′σ′ =
{
K, φ̇

}2

Rlσ
δRlσ,R′l′σ′Ev,Rlσ − SRlσ,R′l′σ′

{
J, φ̇

}
R′l′σ′

Ev,R′l′σ′

{
K, φ̇

}
R′l′σ′

−
{
K, φ̇

}
Rlσ

{
J, φ̇

}
Rlσ

Ev,RlσSRlσ,R′l′σ′

+
∑

R′′L′′σ′′
SRLσ,R′′L′′σ′′Ev,R′′l′′σ′′

{
J, φ̇

}2

R′′l′′σ′′
SR′′L′′σ′′,RLσ

−
{
K, φ̇

}
Rlσ
{K, φ}Rlσ δRlσ,R′l′σ′ + SRlσ,R′l′σ′

{
J, φ̇

}
R′l′σ′

{K, φ}R′l′σ′

+
{
K, φ̇

}
Rlσ

{
J, φ̇

}
Rlσ

SRlσ,R′l′σ′

−
∑

R′′L′′σ′′
SRLσ,R′′L′′σ′′

{
J, φ̇

}
R′′l′′σ′′

{J, φ}R′′l′′σ′′ SR′′L′′σ′′,RLσ + H (p)

这里我们忽略H (p)。Hamiltonian矩阵可以表示成，

H =
({

K, φ̇
}
− S

{
J, φ̇

})
Ev

({
K, φ̇

}
−

{
J, φ̇

}
S
)

(A.8)

−
({

K, φ̇
}
− S

)
({K, φ} − {J, φ}S)

我们可以得到正交的Hamiltonian的Horth矩阵，两边进行变换

Horth =
(
MT

)−1
HM−1 =

(
MT

)−1 (
MT EvM −MT B

)
M−1 (A.9)

= Ev −BM−1

= Ev − {K, φ}{
K, φ̇

} +
ω

2

1{
K, φ̇

}S


1−

{
J, φ̇

}
{
K, φ̇

}S



−1

1{
K, φ̇

}

这里

CRlσ = Ev − {K, φ}Rlσ{
K, φ̇

}
Rlσ

(A.10)

4Rlσ =
ω

2

1{
K, φ̇

}2

Rlσ

(A.11)

γRlσ =

{
J, φ̇

}
Rlσ{

K, φ̇
}

Rlσ

(A.12)
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CRlσ, 4Rlσ 和γRlσ都是对角的矩阵。正交的Hamiltonian可以表示成为

Horth = C +
√
4S (1− γS)−1

√
4 (A.13)

这里S = US̄U †。

“Tail-cancelation”方程

我们可以从
(
E −Horth

)
a = 0推导得到“tail-cancelation”方程。这里a是波

函数在非共线χRLσ (r)轨道下面的展开系数。

[
E − C −

√
4S (1− γS)−1

√
4

]
a = 0 (A.14)

我们可以插入单位矩阵

1√
∆

(1− γS) (1− γS)−1
√

∆ = I

左边乘以
√

∆
4+γ(E−C)

，可以得到





√
∆

4+γ(E−C)

×
[
E − C −√4S (1− γS)−1 z

√4
]

×
[

1√
∆

(1− γS) (1− γS)−1
√

∆
]
a





= 0 (A.15)

(E − C) (1− γS)−4S

4+ γ (E − C)
×

[
(1− γS)−1

√
∆a

]
= 0

我们可以把左边的项整理得到

(E − C) (1− γS)−4S

4+ γ (E − C)
(A.16)

=
E − C − γ (E − C) S −4S

4+ γ (E − C)
(A.17)

=
E − C

4+ γ (E − C)
− S (A.18)

= P − S (A.19)

方程A.14可以等价为“tail-cancelation”方程。

(P − S)C = 0 (A.20)
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这里各个变量定义为

P =
E − C

4+ γ (E − C)
(A.21)

S = US̄U † (A.22)

C= (1− γS)−1
√

∆a (A.23)

我们插入单位矩阵U †U = I，则非共线轨道χRLσ可以转变成局域量子化轴

下共线轨道χ̄RLσ

(
P − U †S̄U

)
C= 0 (A.24)

[
UPU † − S̄

]
UC = 0 (A.25)

这个结果与Turek的结果[106]符合。所以，非共线下的“tail-cancelation”的

等式具有两种表达形式，如公式A.24和A.25。它们分别使用了不同的轨

道χRLσ和χ̄RLσ。

我们可以把Hamiltonian矩阵Horth从非共线的轨道χRLσ到共线的轨道χ̄RLσ。

可以采用插入单位矩阵U †U = I。

Hortha = Ea
[
UHorthU †] Ua = EUa

U
[
C +

√
4US̄U † (1− γUS̄U †)−1 √

4
]
U †Ua = EUa

H̃orthUa = EUa

其中矩阵H̃orth可以表示成

H̃orth = U
[
C +

√
4US̄U † (1− γUS̄U †)−1 √

4
]
U †

= UCU † + U
√
4U †S̄U

(
1− γU †S̄U

)−1 √
4U †

= UCU † +
[
U

√
4U †

]
S̄U

(
1− γU †S̄U

)−1
U †

[
U

√
4U †

]

= UCU † +
[
U

√
4U †

]
S̄

(
U †)−1 (

1− γU †S̄U
)−1

U−1
[
U

√
4U †

]

= UCU † +
[
U

√
4U †

]
S̄

(
U

(
1− γU †S̄U

)
U †)−1

[
U

√
4U †

]

= UCU † +
[
U

√
4U †

]
S̄

((
1− [

UγU †] S̄
))−1

[
U

√
4U †

]
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最后H̃orth表示成

H̃orth = C ′ +
√
4′

S̄
(
1− γ′S̄

)−1 √
4′

这里C ′ = UCU †,
√4′

= U
√4U † 和γ′ = UγU †。在α表象下，则化简成

H̃α = C ′ +
√
4′

S̄
√
4′

矩阵H̃α的矩阵元H̃α
RlmR′l′m′可以表示成

H̃α
RlmR′l′m′ = URCU †

R′δRR′ll′ +
(
U

√
4U †

)
Rlm

S̄Rlm,R′l′m′

(
U

√
4U †

)
R′l′m′

这里的结构常数S̄Rlm,R′l′m′在自旋空间表示成

S̄Rlm,R′l′m′ =

[
sRlm,R′l′m′ 0

0 sRlm,R′l′m′

]



附附附录录录 B 自自自旋旋旋流流流公公公式式式的的的推推推导导导

首先自旋流的算符定义为，

Ĵ ≡ 1

2

[
σ̂ ⊗ V̂ + V̂ ⊗ σ̂

]
. (B.1)

这里我们要推导的算符是准一维TB轨道下|nLs〉表示的。这里n、L和s分别

代表主原子层，角动量和自旋指标。算符σ̂和V̂的矩阵元为

〈nLs|σ̂|n′L′s′〉 = σss′δn,n′δL,L′ , (B.2)

〈nLs|V̂|n′L′s′〉
= 〈nLs| 1

i~

[
X̂, Ĥ

]
|n′L′s′〉

=
1

i~
∑

p

∑
L1,L2

∑
s1,s2

〈nLs|Ĥp+1,L1,s1,p,L2,s2 − Ĥp,L1,s1,p+1,L2,s2|n′L′s′〉

=
1

i~
(hn,L,s,n′L′s′δn′,n−1 − hn,L,s,n′L′s′δn′,n+1) . (B.3)

Ĵ =
1

2

∑
n,L,s

∑

n′,L′,s′

∑

n′′,L′′,s′′

[
|nLs〉〈nLs|σ̂|n′L′s′〉〈n′L′s′|V̂|n′′L′′s′′〉〈n′′L′′s′′|

+|nLs〉〈nLs|V̂|n′L′s′〉〈n′L′s′|σ̂|n′′L′′s′′〉〈n′′L′′s′′|
]

=
1

2i~
∑
n,L,s

∑

n′,L′,s′

∑

n′′,L′′,s′′
[|nLs〉〈n′′L′′s′′|σs,s′δn,n′δL,L′

× (hn′,L′,s′,n′′,L′′,s′′δn′′,n′−1 − hn′,L′,s′,n′′,L′′,s′′δn′′,n′+1)]

+
1

2i~
∑
n,L,s

∑

n′,L′,s′

∑

n′′,L′′,s′′
[|nLs〉〈n′′L′′s′′|σs′,s′′δn′,n′′δL′,L′′

× (hn,L,s,n′,L′,s′δn′,n−1 − hn,L,s,n′,L′,s′δn′,n+1)]
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=
1

2i~
∑

n

∑

L,L′′

∑

s,s′,s′′
(|nLs〉〈n− 1L′′s′′|σs,s′hn,L,s′,n−1,L′′,s′′

− |nLs〉〈n + 1L′′s′′|σs,s′hn,L,s′,n+1,L′′,s′′)

+
1

2i~
∑

n

∑

L,L′

∑

s,s′,s′′
(|nLs〉〈n− 1L′s′′|hn,L,s′,n−1,L′,s′σs′,s′′

− |nLs〉〈n + 1L′s′′|hn,L,s,n+1,L′,s′σs′,s′′)

=
1

2i~
∑

n

∑

L,L′

∑

s,s′,s′′
(hn,L,s,n−1,L′,s′σs′,s′′|nLs〉〈n− 1L′s′′|

− hn,L,s,n+1,L′,s′σs′,s′′|nLs〉〈n + 1L′s′′|
+ σs,s′hn,L,s′,n−1,L′,s′′|nLs〉〈n− 1L′s′′|
− σs,s′hn,L,s′,n+1,L′,s′′ |nLs〉〈n + 1L′s′′|)

=
1

2i~
∑

n

∑

L,L′

∑

s,s′,s′′
(hn+1,L,s,n,L′,s′σs′,s′′|n + 1Ls〉〈nL′s′′|

− hn,L,s,n+1,L′,s′σs′,s′′|nLs〉〈n + 1L′s′′|
+ σs,s′hn+1,L,s′,n,L′,s′′|n + 1Ls〉〈nL′s′′|
− σs,s′hn,L,s′,n+1,L′,s′′ |nLs〉〈n + 1L′s′′|) . (B.4)

这里的Ĵ是一个张量，我们可以把Ĵ投影到x̂n,n+1上，得到Ĵ · x̂n,n+1,得到的

自旋流可以表示为

ĵn+1,n =
1

2i~
∑

L,L′

∑

s,s′,s′′
(hn+1,L,s,n,L′,s′σs′,s′′|n + 1Ls〉〈nL′s′′|

− hn,L,s,n+1,L′,s′σs′,s′′|nLs〉〈n + 1L′s′′|
+ σs,s′hn+1,L,s′,n,L′,s′′|n + 1Ls〉〈nL′s′′|
− σs,s′hn,L,s′,n+1,L′,s′′ |nLs〉〈n + 1L′s′′|) . (B.5)
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ĵn,n+1 =
1

2i~
∑

L,L′

∑

s,s′,s′′
(hn,L,s,n+1,L′,s′σs′,s′′|nLs〉〈n + 1L′s′′|

− hn+1,L,s,n,L′,s′σs′,s′′|n + 1Ls〉〈nL′s′′|
+ σs,s′hn,L,s′,n+1,L′,s′′|nLs〉〈n + 1L′s′′|
− σs,s′hn+1,L,s′,n,L′,s′′ |n + 1Ls〉〈nL′s′′|)
= −ĵn+1,n. (B.6)





附附附录录录 C 关关关于于于Ws大大大小小小的的的计计计算算算

在这节里，我们讨论了为精确计算总能时，确定内球、外球以及WS半径所

采用的方法。

过三平面的顶点

假设有三个点，坐标分别为(x1,y1, z1),(x2,y2, z2)和(x3,y3, z3)，从坐标原

点(0, 0)引出三条直线的方程为

x

x1

=
y

y1

=
z

z1
x

x2

=
y

y2

=
z

z2
x

x3

=
y

y3

=
z

z3

其中过这三点并与之垂直的平面为

x1 (x− x1) + y1 (y − y1) + z1 (z − z1) = 0

x2 (x− x2) + y2 (y − y2) + z2 (z − z2) = 0

x3 (x− x3) + y3 (y − y3) + z3 (z − z3) = 0

可以化简为

x1x + y1y + z1z − r2
1 = 0

x2x + y2y + z2z − r2
2 = 0

x3x + y3y + z3z − r2
3 = 0

这里r2
i = x2

i + y2
i + z2

i。这三个平面所构成的顶点为，
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x = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

−r2
1 y1 z1

−r2
2 y2 z2

−r2
3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣

, y = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 −r2
1 z1

x2 −r2
2 z2

x3 −r2
3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣

, z = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 −r2
1

x2 y2 −r2
2

x3 y3 −r2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣

平面方程

有三个平面方程为，其中A，B, C和D为方程参数。

A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

A3x + B3y + C3z + D3 = 0

三个平面的交点为

x = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

D1 B1 C1

D2 B2 C2

D3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣

, y = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 D1 C1

A2 D2 C2

A3 D3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣

, z = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 D1

A2 B2 D2

A3 B3 D3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣

关于寻找WS的顶角的方法

已知原子的位置O (0, 0, 0)，和周围紧邻的原子(xi, yi, zi)的中垂面的点

为R̃i=
1
2
(xi, yi, zi)。可以由其中任意的三个中垂面通过上的公式，确定一个顶

点r̃j = (Xj, Yj, Zj)。然后找到最近的顶点。主要通过的办法是，假设给定一个顶

点r̃j，将顶点矢量向中垂面矢量上投影得到长度（知道考虑投影为正的情况），

即dij = R̃i·̃rj > 0. 如果该点比任意中垂面的距离
∣∣∣R̃k

∣∣∣短，则舍弃该点。通过这
样的办法筛选后的点为WS的顶点。然后通过对比这些点，过滤掉重复的点。最

后，保存这些顶点的信息（坐标和个数）。
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从这些保存的顶点中测试其所属的面，如果该面存在两个以上的顶点，则

保存这个面的中垂点信息（坐标、距离、在面上点的序号和面的个数）。为了

计算WS的体积，我们需要对现有的面上的点进行排列。对于中垂点为R̃的面，

假设第一个点的坐标是M̃1 (x1, y1, z1), 第二个点的坐标为M̃2 (x2, y2, z2)。取第

三点的坐标为M̃i (xi, yi, zi)，共有(N − 2)种可能。测试所有的第三个点是否满

足
[(

M̃2 − M̃1

)
×

(
M̃i − M̃1

)]
· R̃ > 0。

1.如果满足，说明M̃1和M̃2的连线是WS的边界，并且保存第二个点。

2.如果不满足，说明M̃2不是M̃1的紧邻点，需要重新设定第二个点M̃2。

其中，对于EMTO的内球的半径的大小取决于最近的中垂面的距离。外球

的半径大小取决于WS的最远的顶点。WS的球的大小由WS的体积计算而得。

WS的体积可以通过顶点和面上的中垂点，将WS分成若干个四面体，最后

求体积之和。然后由WS的体积来求得WS的半径RWS。

关于已知四个点的四面体的体积

已知道四个点的坐标(x1,y1, z1),(x2,y2, z2)，(x3,y3, z3)和(x4,y4, z4)，则四面体

的体积为

V =
1

6
×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

关于两个球交叠程度的定义

设两个原子球的半径分别为r1和r2，球的中心分别为R1和R2，两个原子球

交叠程度定义为

w% =

(
r1 + r2

|R1 −R2| − 1

)
× 100%
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